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Podríamos considerar que hay un campo previo,
natural, que es la aritmética, el campo primero. El álgebra
seria u,-. medio de hablar de la aritmética, de hablar de
cosas aritméticas que pedirian un contrato didáctico un poco
especial con loe alumnos.
Este es un punto de vista mata—aritmético.
<Guy Brousseau>
1. fl4TT~tXZ!éN: APROXIMACIÓN M. PR~.SW~
tos dificultades encontradas por los aluenos en
el aprendizaje de las Matesáticas han movido a los profe
cores ~rocuentesente a modificar sus ciases, pero a pesar de
ello, la inadecuada apropiación de los conocimientos sateiná—
ticos ha continuado siendo un motivo de preocupaciÓn para
soscrantes e investigadores en Didáctica. De este eodo los
...lticns quince aFos han producido investigaciones importan-
tas sobre el aprendizaje y la anseFanza de las Matemáticas
en ;onerV y cetro cl ~3 ;t±ra en porti cuí or.
En la escocía francesa de Didáctica de las Mate—
-~+i~•~c tcncnos nostrcs tan prestigiosos corno O. Erousseau
sc ffi’rdcos. P. QcL’ady ¡ ti. Artigue en Peris, Y. Chcvallsrd
sol 1,1< tcntus otros.
Sr’ lo; cacuc~’.rs ingloma: Y.. Hurt. Y. Scott con el
proqrarna OStiS ‘Qoncmpts in Secondary Mathe,rnatics amd
Sc.icr~col seguido del SEON lStrstc-qic-s and Errore in Secon—
dar’y Mathc’matics>
En la escuela italiana: P. Soero, E. CastCl-
nuovo, M. Barre, L. Srugnetti, ti. Fallere>’.
En la escuela holandesa: O. Freudenthal, 3. dc
Langa.
En la escuela canadiense: C. Gaulin, C. Fieran,
0. Janvier.
O como A. Sterpinsl;a en la cocucla polaca,
Y profesores ya desaparecidos que figurarán en
la historia de la Didáctica de las Matesáticas como C.
Sattegno. ‘4. Servai s, A. 2. Y.rygowsYa. junto con los
espaFoles: Rey Pastor (Lo. 1889 — 1962 Arg.) y Puig Adam (E.
900 - 1960 M.J pioneros en sentir los problemas derivados
de la onseflanra de las Plateráticas y en buscar las
soluciones mts adecuadas.
En cuanto a mí personal interés en lo Cidáctica
podría decir que de la inoconte ambición da “ensc-qar <ratoiná-
ticas” he dcriuodm a la más cospleja óntercibr~ de “ayudar a
hacer n¾-’temáticao” a los alumnos, con al cons:guionte cambio
didáctica ~ue supone pa rdc:” enseF¿.r el prc{osor” a
“aprsndar el alumno”.
uC esta sanera • he pasado también de intentar
mejorar mi e<posictón e los alumnos, y buscar ejercicios y
probl esas adecuados e interesantes • a tratar de crear
s2tLtactonss de aprendizaje en las que vi concci’nicrto
pudiera suroir por sí si eso. Si tuaci orco cn las que el
alumno, con luna al ni ea y’ muy empaci al ayuda del profesor,
pudiera croar, con sus propias potencialidadc’s. o! conoci-
siento que, como decente. yo hubiera intentado ‘transmitir-
le’ en mis etapas anteriores de enseFante.
PodrÉ a decir que ahora mo siento “educadora en
MatemÁticas” en el sentido etimológico de la palabra
4“educar”<*). Para conseguir esta conduccidn’ del alumno y
este “sacar afuera’ de los alumnos. (que yo llamaría en
términos actuales: “que el alumno sea Capaz de Ckpresar > es
para lo que acudi a la Didáctica.
Cuando me matriculé en el fl.E.A.(Dlploisa de
Profundización de Estudios) en Didáctica de las Matemáticas,
en Burdeos, me sentía ya interesada por el problema de la
sin,bolizacidn algebraica. Por esto elegí el Álgebra como
tema para iniciarme en la investigación.
El empleo de las letras en álgebra siempre habla
ofrecido a isla alumnos más dificultades de las que yo hubie-
ra considerado como normales en cualquier aprendizaje.
Intentar hacer una demostración, una simplificación o un
cálculo ‘con letras” eran actividades que producían un alto
fracaso escolar. Mucho más alto que cuando se debían reali-
zar con ~ en ~orrnadirecta.
Sin embargo y junto con esto, también había
tenido ura eXperiencia muy positiva en el empleo de las
letras 2
Durante el primer curso de Bachillerato los
alumnos de i4—15 anos, en EspaRa, deben estudiar Combina-
tonal Variaciones, Permutaciones y Combinaciones, según el
it) Educan Toe. de! lat. édócáre íd. <emparentado con
‘dactre’ “conducir”, educere’ “sacar afuera”, “criar”>
(Corominas. Breve diccionario etimológico de la
lengua castellana. 3! edición)
5programa olida! y aunque el empleo de las fórmulas para
calcular el número de variaciones, combinaciones o permuta-
ciones no parecía presentar muchos inconvenientes en cuánto
a la mecánica de aplicación, sí encontraban los...alumnos
dificultades en cuánto a la elección da la fórmula adecuada,
a cada problema, de modo que hubo un momento en que decidí
hacer un cambio en la manera de presentar el tema buscando
que los propios alumnos fueran “descubriendo” estas fórmula.
mediante la generalizacIón progresiva de los casos particu-~
lares.
Comenzaba el aprendiraje con la presentación de
cinco problemas de los “de contar” sin haber explicado la
teoría previamente. La consigna era simplementet”Resolver
estos problemas” <al modo del solving—problems>
Se pretendía, con este proceder, que los alumnos
enfrentaran la resolución de esos problemas usando sus
anteriores conocimientos como estrategia de base, para que,
modificando esa estrategia de acuerdo con ]as demandas de la
situación, éstas fueran ayudando a articular un modo de
actuación del alumno, para que fuera adquiriendo nuevos
conocimientos y nuevas estrategias.
Los problemas eran del tipo habitual. Como
ejemplo puede servir el siguiente’
‘Entre los cuarenta alumnos de una clase se va a
elegir un equipo directivo para las actividades
extraescolares formado por un coordinador, un secre-
tario y un animador. ¿Cuántos equipos distintos
pueden formarse?¿En cuántos equipos diferentes
figurará Alfonso como secretario?”
6Para la resolución se preparaba la clase en
grupos
8 grupos de =====r====n=e—~= 5 alumnos
Tiempo de resoluciónt
1 hora 2 problemas
1 hora 2 problemas
1 hora 1 problema y puesta en comon
El primer día, a los 10 minutos de comenzar, se
les iba sugiriendo, de grupo en grupo, la técnica de repre-
sentar en un esquema gráfico las posibilidades, para “poder
contarlas ordenadamente” —es decir lo que llamamos los dia-
gramas en árbol—. Esta era la única indicación que se les
hacía como ayuda para su trabajo.
Durante la tercera hora, al realizar la puesta
en común en la pizarra, los alumnos iban obteniendo las
secuencias numéricas de factores decrecientes:
40. 39. 36
39.38
o bien para otros ejercicios~
7.é.5.4.3.2. 1
6 5.4.3.2.1
En este punto se les pedia una fórmula que
sirviera para resolver problemas del mismo tipo pero con un
número distinto de elementos y se encontraban sin apenas
dificultad las generalizgCiOflCSI
7n<n—lNn—2)....<n—p+l> 6
n(n—l> • 3.2.1
Las letras así aparecían naturalmente dando
solución a una necesidad de expresión. A una generalización
del método empleado.
De este modo las fórmulas eran obtenidas ‘por
ellos mismos’ sin mayores dificultades, (Respecto al tema de
la Combinatoria, se conseguía que el alumno asOciara las
fórmulas con sus respectivas situaciones, pues al ser crea-
das con la propia génesis del alumno, éste conocía “sus»
fórmulas y sabia cuál era su dominio de aplicación).
Las letras ahora tenían un significado claro
para ellos y su empleo, lejos de constituir una dificultad,
se revelaba como una ayuda para expresar “la regla” y así
preparar el cálculo.
Esto ma hizo pensar que cierta fa-as da intro-
ducir las letras podían ayudar a la mejor comprensión y
manejo de ellas y decidí reflexionar e insistir en el anAl,—
sim de los fenómenos que se producen al introducirlas.
Parecía ser un problema de Didáctica y ésto nc
estimulaba a estudiarlo más a fondo. Era realmente mi traba—
lo como profesora lo que estaba enfocando: ¿Cuál era la
mejor manera de que los alumnos se familiarizaran con las
letras, con su comprensión y su utilización? ¿En qué momento
comenzaban las dificultades de los alumnos con el use de las
l~trag~ ~Cón,ose hacían patentes estas dificultades?: ¿Por
8errores en el cálculo? ¿Por el rechazo, a veces consciente,
a veces inconsciente, de eIlas’~ ¿Por su incorrecta
utilización?
Por otra parte, las letras forman parte
substancial de las ecuaciones, inecijaciones y funciones.
Todos estos teeas son tratados, en su iniciación, en los
últimos aloe de Encelan,. General Básica y durante el
Bachillerato, de modo que las deficiencias en el manejo de
las letras repercuten claramente en la inadecuada adquisi-
ción de otros muchos conceptos relacionados con ellas.
El uso de las letras se encuentra fuertemente
ligado al Álgebra elemental y a los razonamientos de tipo
algebraico. Las letras son algunos de los símbolos que
usamos en el Álgebra, aunque no fican los únicos. Son elemen-
tos muy importantes de un conjunto de símbolos, signos y
reglas que se articulan para un nodo de razonar y de obtener
conclusiones.
De este modo me encontré investigando, no sólo
los fenómenos didácticos producidos por el uso de las letras
sino aquellos otros ligados al álgebra e incluso cuestionán—
dome qué era realmente aquello que llamábamos .~Igebra’ ¿Era
el Algebra un objeto matemático susceptible de ser ense—
lado?. ¿Era el álgebra un lenguaje simbólico con una sin-
taxis propia? Si se trataba de un lenguaje, ¿no cabía la
posibilidad de que los símbolos empleados tuvieran distintos
significados según el conjunto de las relaciones entre las
9que se encontraran, del mismo modo que en el lenguaje na-
tural las palabras pueden variar parcialmente su significado
según el contexto en el que se escriben?
Y así surgieron más preguntast ¿Qué es enseRar
álgebra? ¿Se puede enserar el álgebra? ¿Saber álgebra es
saber calcular? ¿Cuál es en realidad el álgebra que se debe
y se puede enseRar? ¿Estamos de acuerdo los matemáticos,
investigadora, o docentes, sobre lo que ea el álgebra?
Empecé por investigar esta definición. Lo hice
desde un punto de vista sociocultural y desde el punto de
vista de los docentes. Después estudié el nacimiento del
Álgebra históricamente, su evolución de Álgebra retórica a
Álgebra sincopada <término universalmente aceptado que
quiere decir Álgebra en abreviaturas) y posteriormente
simbólica, observando en particular la aparición del uso
generalizado de las letras.
Me interesó, también, recoger algunas posiciones
actuales respecto a la enseRanza del álgebra, que incluyo en
el apartado 11.2, para mostrar algunos de los esfuerzos que
se están haciendo para mejorar su introducción.
II.!. a. 5L ¿mM ES?
Esta parte de las Matemáticas ha ido sufriendo
esenciales transformaciones desde su aparición en el pensa-’
siento humano hasta nuestros días,
No sólo el contenidO del álgebra ha ido cambian—
‘u
do. como ha sucedido con otras partes de las matemáticas a
consecuencia de la evoluciÓn de los conocimientos y el
descubrimiento de otros nuevos, sino que la propia palabra
Aigebra ha ido variando su significado.
Desde referirse a un método de resoluciÓn de
ecuaciones hasta llegar a ~er un objeto de estudio matemáti-
ce con definición y significado propios.
11.1.1. DEFINICIóN ~L11UAL DE ALOA
Si consultamos una enciclopedia, nos encontrare—
tos ya con vanas acepciones diferentes que reflejan un poco
esta evolución; tomaremos solamente las referentes a la ?late—
sitica.
Álgebra: Palabra latina. Derivada de la palabra
~rabe AL—yABR = reducción.
Aceoción í. “parte de las Matemáticas que trata
de la cantidad en general, valiéndose para representarla de
letras u otros sisbolos. Su Objeto eS sLeaLLtLcAD y asnsc#:
lizer las cuestiones relativas a los números.
Simplificarl Usando letras para los números que
se buscan.
Generalizar: Empleando números negativos. <Las
reglas de cálculo relativas a ellos tienen algo de arbitra-
río, se han elegido de modo que posean las mismas propieda-
des que las aritméticas correspondientes, lo único a compro—
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bar es que no conduzcan a conclusiones contradictorias,
prescindiendo de su valor filosóficol’ (*1
Acepción 1l.”Modernarnente. se llama Álgebra a
un espacio vectorial / en el que se define una nueva ley de
composición X, de modo que V sea un anillo y que para todo
escalar a se vartfiqum
a.uXv uía.> = s(uXvl
De acuerdo con asta dm$inición forman un ái99bra: Los núms-’
ros complejos. Las matrices cuadradas de orden n. Los poli--
nomízs de una variable con coeficientes reales”.
Acepción iII.”Fn 1 ó’-ics Se conoce corso “Álgebra
de la lógica” la aplicación do los aétcdos algebraicos a las
‘-elaciones lógicas. Dco½ trataba por este metodo de ampliar
la licica forrral clásica. 0u invtig;c½nes terminaron en
la creación de la lósica satesl~t,ca”.
En la acepción II ubser\’asos que, “soderoamer,—
ta”, ya se deiine cono un chisto métesático una estructura.
uO ~ual supone una variación importante respecto a la 1 y
III en la que se deflne coco un conjunto de métodos. (‘lien—
tras en la acepción 1 el álgebra es una manera de tratar
(flYa entre los griegos se encontraba el germen de este
“desprecio”. Llamaban Losistica al cálculo rutinario y secá—
nico que se encargaba a los esclavos y ~rÍtrnktica al estudio
más teórico y filosófico de las propiedades do los números.
En nuestro caso encontramos en el ámbito socio—cultural esta
comparación del álgebra con la Logística más que con la
Aritmética. Así se diceÑ’.,.las reglas de cálculo relativas
a ellos tienen algo de arbitrario.,.” o -. . .prescindierdo
de 51.1 valor filosóficO”.
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los “objetos matemáticos” y tiene como propósito simplificar
y generalizar, en la acepción 11 “el objeto” es la propia
algebra y su estudio.
Tenemos así un álgebra que pasa, de Ser un
“método de trabajo”, a ser objeto, ella misma, de estudio
como ente naterrático propio, con su definición y Sus pro—
pi edades.
¿Estas dos acepciones se mantienen en la actua’~
lidad, realmente, en el mundo de la enseRansa? Vamos a
estudi arlo.
II. I~2. LLSSI!~ ~¿ EDtCACIÓN ~C1D¿DARIn SEGÚN LIE
¿Cuál es el álgebra que creemos los profesores
estar enserando? ¿Estarnos de acuerdo sobre lo que considera-
sos como álgebra. de aquello que jorsa parte de los progra—
nos de enseranca
2
Pora tratar de contestar a estas preguntas hemos
elaborado una c-ncuesta (flne<os 1 y TI) tornada y transformada
de otra semejante realizada en Francia (Chevallard. 19861.
Se trata de una sola pregunta que se presenta a
los profesores encabezando una copia de los programas ofi-
ojales para los tres cursos de Bachillerato. Las instrUc-
ciones para contestar, que se entregan en folio aparte
(Ane>o II), solicitan del profesor que se~ale los tesas que
en su criterio pertenecen al Mgebra.
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La pregunta es la tiguiente
“Una persona que ha cursado una carrera de
Ciencias pero que ahora se encuentra ajena a la ense~anza,
os pregunta qué es lo que se ensmEa, hoy, de Álgebra a los
alumnos de BUP ¿Qué rasponderlas?’
si gui entes.
Entre los resultados obtenidos se~alare<nos los
1. El úNICO tema que TODOS
reconocen como perteneciente al álgebra est
los profesores
a painomios. Binomio de Newton.
al álgebra,
2. Los dos temas reconocidos como pertenecientes
que siguen a éste en importancia, son:
Di vi sibiiida~ a p.olinomi os. Cuec~o de
;Innn y
Ufi g~SL~Q~!. KQ!~V4gigG2~ Z
El primero ha sido seaalado por el 907.
encuestados y el segundo por un 80% Se trata pues
mayoría importante que coincide en se~alarlos.
de los
de una
Entrevistado un profesor de los que habla in—
cluido la Divisibilidad de polinomios y no la Resolución de
ecuaciones, sobre los motivos de su respuesta nos exp]ica
que;
“La resolución de ecuaciones, inecuaciones y
sistemas es simplemente CáLCUI-D”
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Este mismo profesor se~ala como álgebra el tema
Vectorej en ~l 21 ~2 ~ fl s~nag¡g,. gatc~t’~Da ~t
vectorial. Vemos en estos profesores la evolución del
concepto de álgebra desde la posición inicial histórica, de
método para resolver ecuaciones, a la posición actual de
estudio de las estructuras.
Otro profesor que no ha se~alado el tema
“Resolución de ecuaciones...” aclarat
“I’4ay temas que pertenecen al CáLCULO y que Se
podrían incluir en Álgebra, Ó no, dependiendo de que consi-
deremos el Cálculo como perteneciente al álgebra, o no. YO
no lo considero incluido por eso no lo sei{alo”.
3. El tema OMeepe a Le~ a~mgrgs ggl~~g~g~ con
un 707. y el de Vector~s.gstructura d~ e,aacig ~§gtQctflcon
el 60% son los siguientes. Parece indicar que el estudio de
las estructuras de Cuerpo y de Espacio vectorial atraen
estas respuestas al ámbito del álgebra. Podría ser la cense—
cuencia del concepto actual del álgebra como estudió de las
estructuras.
4. Luego se encuentran con un 40% de aceptación
los siguientes temas:
LotCQyggLÉ~ aL u!=m~r.~r~fl...
~ 2~Ltnómicas de r~ak...
Podríamos interpretar la inclusión del primero
como la consecuencia lógica de la Idea de que el álgebra
trata con números, puesto que el 75% de los que responden
“El número real”, también respondan “El número complejo”.
Sin embargo de las respuestas que han incluido al “número
cDmplejo”, más de la mitad no incluyen al “número real”.
Hemos apuntado antes, en el punto 3, la posible
razón de considerar el álgebra como el estudio de las es-.
trueturas y para esos profesores el tema del número real no
se incluiría pues se Introduce tratándolo mediante aproxima-
ciones decimales y ejercitando el cálculo con radicales.
El tema de E~a~Lga~i 2QLLu~lLca~ ~s z4CL4~Le
r~U incluido por algunos profesores, puede ser consecuen’-
cia de que el estudio de este tema se encuentra muy ligado
al de las ecuaciones e inetuaciones y observamos que los
profesores que han se;alado este tema, incluyen también el
de R~9¿ycj~ ~ g;yaflpme~ de ¡modo que podríamos aventurar
la hipótesis de que sea esta relación la razón de su in-
clusiÓn pues ninguno de ellos ha incluido además el estudio
de otras funciones como las logarítmicas o las circulares.
5. Hay un profesor que es el único que incluye
LÍA&tg d& ~ t~rI~4~ y gfl culo dif
ci al. Esto se puede interpretar entendiéndolo desde el punto
da vista del cálculo pues estos temas se presentan con
frecuencia como Cálculo, dándole apenas importancia a la
introducción del concepto.
6. Se observan también dos tipos de opiniones
diferentes respecto a la arnnlIt~ del concepto de álgebra:
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a. ~ n~ inflL>yEo ~y ~ ~ Cuatro es
el número de tem~as escogido por e] 497. de los profesores. En
general son los teisast Anillo de polinomios. Divisibilidad
de polinomios. Resolución de ecuaciones.. .y algún otro.
b. Ln¡ file 1011JY90 rn~bgs ~efls. Escogen entre
7 y 12 temas, de los 23 que forman el programa de los tres
cursos de Bachillerato, y~ t~c~LQ de los profesores. En
estos casos se ven incluidos temas como ~~[tg ~ luce’-
¡19045, EIJDIÉD D~P9DDD~1M Y 1991r1 i;e,Z9DSep~9 fl
Yhfl.D15±r1~YsInDfl ti~Im2fl~19D41fl O r9ÉADn9L1i~ Casi se
podría decir aquí: todo lo que no es geometría.Como en la
antigua división de las matemáticas.
7. Comparando nuestros resultados con los obte-
nidos en la encuesta francesa se observan las siguientes
diferencias:
a) Tema RESOLUCIÓN DE ECUACIONES, INECUACIONES Y
SISTEMAS.
En Francia obtiene la primacía de las respuestas
(junto con el Cálculo algebraico)
En EspaEa, aunQue importante (SOY. de respues-
tas>, no es el tema principal pues le superan el “Anillo de
polinomios» y la “Divisibilidad de polinomios que lleva
también el Cuerpo de fracciones <algebraicas> con cl 100% y
el 90% respectivamente.
Parece darse una derivación hacia la teoría de
1?
las estructuras. (Incluso hay una respuesta marginal que
solaccnte anote tras temas: CUEREO de los números complejos.
ANILLO de polinomios y Divisibilidad de polinomios. CUERPO
de frarcionce)
tI respecto a los TEMAS NUMÉRICOS.
Estos tesas,
gran grasa de respuestas.
encu’sst e, se produce c
una avolución histtrica
taci ir en el sistema do
br~icas, Iva permitido
nusorca coao algo
na”)”(cIvsxvllcrd, l%2$Y
en Francia, representan la segunda
Lo que, en opinión del autor Oc la
orno “tani{estación del resultado de
eciente que, por medio de la impor—
c’nss3anza de las estructuras alge—
censar el tema de los sistenas de
e;’:traido del álgebra 1” moder-
En Ezpu!tzc’l torna numir i ce que al
centajeo± alto ea la Introducción al número
11 oga a un 40t de rcsouostas.
2. En qcneral , podsmos vor la gran
respuiestas en número y en empecifidad.
canze el por—
£921 pero sólo
dixcrs~dad dc
La conclusión general que podemos e~tracr ca guie
los ensePantes no coincidimos en lo que cada uno llasanzos
Algebra. El marco corresoandiente al Aloebra no está clara
—
mente identificado en el sistema de enseFanza
.
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II.L3. 0.. ALA HISTÓRICAIENTE
¿ÁLGEBRA SIMBÓLICA? — ¿ARITMÉTICA CON INCóGNITAS?
¿Pero históricamente, en ‘le savoir savant, está
claro qué es el álgebra?
¿Es el Álgebra una aritmética con incógnitas?
¿Se trata de resolver las mismas cuestiones que
en Aritmética pero de un modo más rápido, o más eficaz,
usando letras para el cálculo?
¿Aparecen, en la matemática, las letras y el
Álgebra al mismo tiempo? ¿Es un álgebra simbólic, la que
aparece en Europa?
Para responder a estas preguntas comencé enton-
ces a estudiar, históricamente, el inicio del Álgebra, y la
aparición de las letras representando números e incógnitas,
intentando averiguar si su entrada en el trabajo mateiziático
había sido simultánea o no. También me interesaba saber
cuáles habían podido ser las necesidades que motivaron su
aparición y también, como suele suceder en cada nuevo cono-
cimiento que surge, las dificultades que habían tenido que
ser vencidas.
Estos conocimientos esperaba que mro dieran una
pista sobre las dificultades que tenían que superar los
alumnos para dominar el uso de las letras y el álgebra en
general en la ense~anza secundaria.
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Encontré que realmente las letras y el Álgebra no
habían aparecido de forma simultánea.
Vamos a verlo haciendo algunos apuntes históricos
que nos parecen significativos:
EL ÁLGEBRA DE AL—KHOWARIZMI.
Sabemos ahora que los egipcios y babilonios
habían conseguido resolver muchos problemas de ecuaciones
con cálculos que incluían operaciones que ahora llamaríamos
“transposición de términos” o ‘reducción de términos seme-
jantes” pero la palabra aLgg~r.~ como tal, con el sentido que
prevaleció en Europa, llega a nosotros derivada del árabe:
es la transformación de una de las pala-
bras del título del libro más famoso de Al—I’Zhowarizmi: al~z
ja~r k¡a’I 1fl99#fralah <ao 610 aproximado)
Los términosr”AI—jabr” y ‘muqabalah” no tienen
una traducción clara.
Por ejemplo, en el primer libro de álgebra
escrito por un espaflol <2) .“ “Diálogos de Arithmética Práctica
y Especulativa de Pérez de Moya <1562), hablando de “l.e
regla de la cosa”, en el capitulo 1, se lee:
<*1 Decimos el primer libro sobre álgebra escri-
to ‘ por un espa~ol”, porque se conoce otro primer libro
escrito “en espaRol” sobre este tema,el del alemán: Marco
Aurel en 1552 y que llevaba el título de Arithmética Alge’-
brática.
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‘flhb.fus .Sr.s ti.,. epa regla ¡teca de vario. hatees. Y.a la Ilusa
regla de ugt,., que guie. terir, re~taw’atlo,6 alm¡cabala, que quiere dezir
apo~Icldo, ¿ É~ulucilu pegue por ella e haz.., y iIJuelvec InfloItas qnjianus,
<1 lii ~ !« iWOflibias ~fl 1»tua’flftTlfI afíl fritfilcí, cnt fleo—
tria, cneo de las dieta .te. que dic., hateeatins. Otra. la mar.. regIa de la
cofa, pego. caraMa ceo fas p’ecetoa, c~ qniqsi. cia’tctr, u caradees qn 4*
prcpufl.e, fia#re fil. el vale’ de cae cofa. Otros, regla reales, 6 irte ¡¡ye.
LIbele cneo cadi amo guilles, fu hm mo es otra, lino ¡nItrar balín sigua mauro
prq.<meal dudas, d.aaidaiu...’
(Libro síptien. p. l2?—tetrI%l
Ya vemos que Pérez de Moya nos dice que dife-
rentes autores le dan “diversos nombre.”. Así aparecen
como posibles traducciones: para ‘algebra’, restauración Y
para ‘ala,ucabala’, oposición 6 absolución (notemos que
‘absolución’ está empleada en el libro más adelante para
significar ‘resolución’).
La raíz “algebr” mantiene además, a principios
del s.XVII, en castellano, una acepción especial, en el
sentido de “restauración de huesos”, como se aprecia en “El
Quijote” <Tomo 2, cap. XVII
b lato ítem ra~waaodo las das, haat. qn llegaron a un pueblo dimís fui ventura
hallar un algebrIsta c quilo u. crí .1 Simulo des~raeiada’
Donde se alude a la reparación de los huesos del
personaje Sansón. El algebrista era el reparador o restaura-
dor de los huesos rotos. Así que la interpretación de
“restauración” para las palabras formadas con la raíz árabe
~aljbr” parece ser en esa época la más aceptada a nivel
popular.
En la actualidad no podemos decir que se haya
determinado una traducción ónica y unánimemente admitida.
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Según Boyer (1)0
‘Mo asbean. cao tada gegaridad la que uignificam los tirabas ‘.l->ar y
‘euqabale?, pera la ioterpretaciim usual es La palabra ‘al—itt’ signIfIca
prabableteate alga así ca¡O r.atauraci *0’ 0 ‘ta¡plCtatiio, y parece querer reía—
tira. a la transpositllo de tiralmos, que ntbn restada,, al otro ¡iSro de la
ecuacida, suaándalas. Le palabra ‘auqah.lah’ parece referirse a la raduccián’ o
‘coepemsacitn, es decir, a la ceotelatíin te «reimos iguales cm las da. eleatras
de la eo,acidh’.
íp. ne>
Pare también a pie de página. Boyer advierte que
esta interpretación ha sido discutida por Solomon Gandz
(Boyer
1 p.
29B. Eandz opina que ‘jabr’ era una palabra
asiria que quería decir ecuación, y que ‘al—muqabaléh’ es la
traducción árabe de ‘a) —jabr”.
Por otra parte, tenemos que según Colerus el
titulo “fllshebr Valmukabala’ significa aproximadamente
“Sistematización y Comparación”.
Como vemos, las traducciones que se aceptan
entre los matemáticos no son, aún hoy, exactamente equiva’-
lentes.
Pero en lo que sí están de acuerdo los historia-
dores Que he podido consultar, es en el contenido del libro.
Tiene éste, al parecer, una introducción en la que trata de
la escritura de los números con la notaclón india posicional
y continúa con la resolución de ecuaciones clasificándolas
en seis tipos. La exposición parece que es muy ordenada —
probablemente a ésto debe la gran popularidad alcanzada— y
exhaustiva pues se nos dice que incluye todas las positili—
22
dades de ecuaciones de primer y segundo grado con una o dos
raicee positivas. En el texto está latente la idea de
incógnita aunque no se represente mediante la letra “x” como
en la actualidad.
Este tratado se introduce en Europa con éxito y
llega a ser para el Álgebra lo que los Elementos de Euclides
han sido para la Geometría: una exposición elemental y clara
que ha influido hasta nuestros días.
&LGEBR4—YA. PERO aLGESRA RETÓRICA.
ka nacido el Álgebra, pero sin embargo no ha
nacido todavía el simbolismo: La obra de AI—Khowarizmi es
tompletamente rflkrÁ;ft. Incluso los números vienen represen-
tados por palabras y la incógnita a calcular es llantada “la
cosa —nombre que al parecer proviene de los matemáticos
indios.
En la obra citada de Boyer, éste nos transcribe
un problema del libro de Sl—fchoo.earizmi que es resuelto
mediante “el álgebra” y que parece haber sido tomado de
Heron <s.l a.d.C.) pues coincide, con el de éste, hasta en
los valores de los se~mentost
Se trata de imurihir u cuadrado en u triloqula islateles de tase 12
unidades y ladas iguales da ID .uidain .... piquotanda el prSleoa la edida del
ledo de dido cuaia’ado. El autor del ‘Algés’ íalrela en pri.er luqa, cao ayuda
del traes de pítájoras, la altee del triángulo, fi 48id.des, ¡el que el Srta
del triángulo es <fi. Llaesnio al ludo del castrado ‘la rs.,, se puede ve que se
aáteadrd el tuedrado de <le ras» restándole al triángula ya.de las tres
ttiinplos pequín que quedan fuera del rutiado, Le sun de las Ateas te los do;
ttlJnguIat flores bineN es evideuteseate el producta de <la casa’ por seis
eisa; le •ited de <la ras», y
(flayer,p.3031
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En lo que respecta a la simbolización, esta obra
de AI—Khowarizmi Supone un cierto retroceso respecto a la
escritura sincopada aparecida en las obras do Diofanto de
Alejandría <aproximadamente s.I1l). Diofanto había usado
‘sincopaciones’ (dicho en el sentido de ½breviaciones’)
para la Incógnita, para las potencias de la incógnita hasta
el grado seis, para la igualdad, para la Substracción,...
<Eves, p.1
2B).
Por ejemplo: el signo usado para representar la
incógnita era una letra que según unos autores puede haber
sido una combinación de a <alfa) y 5’ (rho> que son las
primeras letras griegas de la palabra tarithmos~ <de esta
opinión es T.L.Heath) o según otros parecerse a (sigma
cuando se escribe al final de palabra> que es la última
letra de la misma palabra •arithmos> <Eves op.cit. pp.l28—
129). Las potencias de la incógnita eran representadas cojeo
sigue:
Actual Signo Griego Transcripción Traducción
YLx áYNAMIS dunamia potencia
kubos cubo
,~ AvNAmí~
X tá ~ywAmp~ dunamis—dunamis cuadrado—cuadrado
LK~ ~YMAA1IE dunamis—kubos cuadrado—cubo
~Ñc ~~V’BoS kubos—kubos cubo—cubo
xc ri P1OKAAEZ monades unidades (mónadas)
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Eapleabe taebién el signo It’ para “menos” y
todos los términos negativos ce escribían al final de la
eXpresión precedidos por oste signo.
Sin embargo la “suma’ era apresada simpíceento
por yuxta~sici él <*1
Loto importante paso Sado por Otofanto al
espísar una escritura sincopada quedó aislado en eJ tiempo,
pues después do él. y salv, en la India dónde también £0
diercn ciertas sincopaciones, perttanece la escritura ratón-
ca hasta los eatc’m~ticos italianos del e. XV y principios del
a. XV.
Lo tosco de estas abro-ii aturas nos pueda dar una
idoa de las primeras di-Ficultadaa quo el alumno va a tener
con la mimboliza ‘tun le cisc, si la ‘c-ntaja no es soy
evidente. puade aquella llegar a parecerle innecesaria,
no cabenos si al —F$hoLgar tant cc<oc i a la obra de
Di.ofanto i no. tn ccialquiet- caso no usó la sincopacién de
auccí la obra y permaneció en una escritura retórica.
tato nc rasta importancia a la obre de este
at’tor. cuya influercia patente en los tratados do Iriteé—
tica que se escriben despuas y que poco a poco van tranefor’—
mando sus títulos, pasando a ser libros en los que se habla
de “La cosa” y posteriormente libros de “Algebro”.
It) Esta idea perdura en la escritura aritmética actual en
los llamados “números mixtos” que tienen parto entera y
parte fraccionaria, como 5~i o 5l~ que representan Z+~ y S-f~
respectivamente.
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Según las obras aparecidas hasta el momento,
parece que el establecimiento de los símbolos algebraicos
actuales se va a ir haciendo paulatinamente (salvo un
momento especial con Jordano Nemorario), pasando por un
álgebra sincopada, representada sobre todo por Chuquet y
Paciolí en el s.XV y Viéte en eí 5. XVI hasta que se con-
sigue de un modo completo en el s.XVYZ con Descartes.
1< Observemos además que en el tratado de Al—Khowariz—
mi no se tienen en consideración las soluciones negativas de
las ecuaciones. No figuran como posibles soluciones. El
hecho de aceptar los números negativos como posibles
soluciones de las ecuaciones parece que viene favorecido por
la representación de la incógnita mediante la letra “~‘. Es
COmO si, al poder calcular con los n,~meros negativos repre--
sentados por las letras, se eliminara el principal inconve-
niente para su aceptación.))
SIMBDLISMO PARA LA GENERALIZACIóN.
En la eCL tica de Jordano Nemorario o aO~d~~o
de Namore <algunas historias de la matemática lo identifican
con Jordano Teutónico, dominico que murió en el a~o 1237
pero esta identificación es rechazada por otros historia-
doras como Hoffmant) aparecen por primera vez las letras
representando números y ésto posibilita la formulación de
teoremas algebraicos generales, lo cual es un gran avance.
En este libro se sugiere también la idea de “parámetro’ paro
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habrá que esperar a Frangois Viéte <1540,1603> para poder
distinguir las cantidades conocidos de las desconocidas que
hay que calcular.
En Boyer (1966, p.331> encontramos un ejemplo
representativo de regla algebraica para determinar números
extraído de la obra “De numeris datis” de Jordano NemorariO.
En este ejemplo se trata de demostrar que las dos partes en
Que puede dividirse’ un número dado, supuesto conocido ei
producto de ambas, están determinadas~
‘¡ea ‘ahc’ el alcen dado y diviSaseIs en das partes ‘ah’ y ‘e’, y sea ‘d’ el
praérte tajo de las partee ‘ah’ y ‘e • Sea ‘e’ el cuadrada de ‘abc’ y sea ‘4’
¡pal a ceatra veres ‘d’, y sea ‘g’ el roadrado de restar ‘1’ de ‘e’. Eutanres ‘C
es el ruadrado de ji dIferencIa entre ‘ab’ y ‘e. Sea ‘1’ la rau cuitada de ‘g’;
entures ‘1’ es la diferencia entre ‘ah’ y ‘e, y cae. ‘b’ es cutida, ‘e’ y ‘ab’
están deterelu,adas.’
Se puede expresar el teorema anterior con un
simbolismo actual, para comprobar su validez.
Si se llama ‘n” al número dado. Si se llaman ,<
y “y” respectivamente a las dos partes que estamo, buscando
y “d”, como dice el texto, al producto de ambas, se tendrán
las expresiones siguientes que expresan la regla de Jordano
Nemorario en términos actuales’
<abc)n E <ab>=x E
x+yn ; xyed
a — n2 E f — 4d = 4p-q E g En~ — 4p.qJ2
g = C<p .4. q)2~ 4p.qlZ — Ep~ + q2 + Zp-q — 4p.glt =
— Cp’ + q’ — 2p•qJ = rp — qJ’
h — -13 — .f7”’Z’j’z e p — q
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Se obtiene ‘h’, que es la diferencia de las dos
partes del numero, y, como la suma era conocida <el número
dado>, las partes están, efectivamente, determinadas.
Vemos pues que una de las primeras necesidades
que vienen e cubrir las letras es la de la ngn~rA1fl~sijn
de teoremas algebraicos, es decir la expresión general de
ciertas propiedades algebraicas.
Se pueden observar aquí algunos titubeos en el
empleo de las letras. Por un lado encontramos una parte del
número representada por dos letras.’”ab”. Esto es, como un
segmento que viene dado por las dos letras de sus extremos,
al modo en que Euclides los representaba. Por otro lado,,
tenemos la otra parte “c” del número dado que viene repre-
sentada por una sola letra, al modo actual, podríamos decir.
Otra expresión que hay que interpretar es la
‘abc’, que está representando a la suma de las dos partes
del número, “ab” y “c’, pero expresada aquí por yuxtaposi-
ción simple. Conviene recordar que, en el punto anterior, se
ha dicho que ya Diofanto escribía la suma de esta misma
forma y, se verá, también, al estudiar las conce~ciones
espontáneas de los alumnos, que éstos expresan la suma del
sismo nodo, en lo que se llamará “la letra usada como
acompaiTamiento”. Se encuentran, por tanto, los ajismos
titubeos de simbolización, en ambos casos.
El razonamiento seguido por 3ordano para llegar
a la conclusión de que ambas partes están determinadas 15
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difícil de seguir, aun cuando se haga con una representación
algebraica, como se puede comprobar. Además le que llega a
decir es que con la manipulación indicada se puede conocer
la diferencia de las partes, de donde el lector debe deducir
~ue conocida la diferencia y la suma <que es el número dado
en un principio para ‘dividir’) se conocen éstas. Pero, a
pesar de esto, se debe reconocer el gran mérito que supone
para Jordano haber llegado a expresar reglas cómo ésta que
son coepletamente generales y haber comenzado a enpresar
esta generalización con ayuda de las letras.
PRIMEROS PASOS SEGUROS. ÁLGEBRA SINCOPADA.
Es Viéte quién da los primeros pasos seguros en
el tI~Sri iirn~1i;a aunque su álgebra no se pueda todavía
llamar así sino más bien fln~o~fl¡ pues todavía quedan en
ella muchas palabras y abreviaturas. Viéte pasa de represen-
tar las magnitudes por palabras—lo que se ha llamado álgebra
a representarlas por letras mayúsculas del aIf a—
beto latino usa los símbolos + y — que habían inventado
los germanos y propone utilizar vocales para representar
cantidades que se suponen desconocidas o indeterminadas y
consonantes en cambio para representar magnitudes o números
que se suponen conocidos as~ aparece la idea de prámetro
cleraceente establecida p~- pri.era vez diferencIándola de la
de incógnita <Boyer, p.3E7).
Vemos pues las letras aquí ~ a mag—
ni tudes.
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Sin embargo frente a estos adelantos todavía
aparecen palabras corno quadratLas o cubus para representar la
segunda o tercera potencia de una magnitud; la partícula in
para la multiplicación o el signo de igualdad que viene
representado por una abreviatura de aequalís.
Pero la necesidad de la simbolización es sentida
también por otros matemáticos y ASiC
Por la misma época en Inglaterra, Robert Recorde
(1510—1552) hace aparecer el signo igual por primera Vez. SC
trata de dos rectas paralelas —más largas que en la actuali-
dad— elegidas según dice su autora”porque no hay dos cosas
que puedan ser más iguales” <así lo anota Boyer p.3471. Sin
embargo su uso tardará en generalizarse.
Otro paso adelante lo da Thomas Narriot <1560—
1621> al introducir los signos > y < para expresar
“mayor que” y “menor que’ y reducir las letras latinas
mayúsculas a les mÁn~seuias tal como las usamos hoy.
Volviendo a Viéte, pare terminar, digamos que fué el
que distinguió el cálculo numériCo,~99jfli n~n,prssa, del
cálculo que razona sobre “especies”, Iogist4ca seeciosa
dándose cuenta de que la incógnita no tenía porqué ser un
número o un segmento. En su obra ks~aaog~<159lJ llega a
producir verdaderas fórmulas simbólicas.
De esta modo se entra en la simbolización que
podríamos llamar actual pues es la que ha llegado hasta
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nuestros días perfeccionada por sucesivas mejoras como el
signo “x” para la multiplicación debido a William Oughtred
<1574—1660) que lo introduce en su Cijyis !!411W1D4±142
publicada en 1631 (único de los signos introducidos por él
que ha perdurado hasta nosotros)
La introducción de los exponentes también ha
seguido un tortuoso camino de adelantos y retrocesos que
merece un detenido estudio que no haremos aquí y ura de
cuyas etapas más interesantes se debe a Chuquet (1500 ‘7)
cuya notaciór exponencial incluye exponentes negativos en su
IrIn¡rSy ~n 2.> IslgnsD ~n o~s’brn <1464),obra Que, aún
siendo r,±krIsi, contiene Importantes sincopaciones
(Boyer,p.355> O
Se usa “premier” para llamar a la incógnita.
Suma es “plus”, resta es “moinal que a veces
aparecen escritas al modo medieval: p , a
~s importante resaltar que en ella aparece es-
crito un número negativo por primera vez:
“4 elevado a t egaulx a 5 20
es decir: 4x = —2
y era cuanto a los exponentes aparece una nota—
ción exponencial importante en la que incluso se expresan
las leyes que rigen las operaciones con los exponentes: 6
elevado a — 2 expresa 6<x al cuadrado); 90 expresa 9 ó 9
elevado a 2m expresa 9/<x al cuadrado>
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AL flN ALGEBRÑ SIMBÓLICA
El álgebra simbólica formal sigue un proceso
bastante continuo desde la caída de Constantinopla, aEo 1453
hasta que culmina con Descartes <1596—1650) <Boyer op. oit.
pág.427) y su obra ~,j ~É~jn~trir <presentada como apéndice al
Descartes emplea de forma sistemática ya:
Las letras a,b,e,... para los parámetros constantes
Las x,y z,... para las incógnitas o variables
Notací ón exponencial
Los signos + y —
Solamente mantiene como signo arcaico el e para
la igualdad.
La idea de Descartes es reducir los problemas
geométricos a problemas algebraicos, dando valores a los
segmentos y usando así la potencia del álgebra. Si-
multáneaniente quiere dar un marco geométrico al álgebra, y
asi demuestra que las cinco regias aritméticas tienen su
representación geométrica mediante construcciones sencillas.
Su notación es ya muy parecida a la nuestra pero
con una iepw-tante diferencia: las letras para él represen-
tar~ seg~tos, mientras que para nosotros son nóceeros. Sin
embargo rompe con la tradición griega de considerar “x al
cuadrado” como un área y “~¿ al cubo” como un volumen.
Descartes los considera ya como segmentos también y esto ¿e
32
permite desprenderse del principio de homogeneidad y flexi-
bilizar su álgebra geométrica.
Forzosamente en este breve apunte histórico es
discontinuo pues no tratamos de hacer una historia del
Algebra. Vamos ahora al momento de lo que llamaremos la
seqw’ada ruptura
áLGEBRA ABSTRACTA
Los matemáticos ingleses habían vivido muy
aislados del continente y su “despegue” probablemente lo
constituye la creación de la Analytical Society del Trinlty
College, en 1615 en Cambridge.
George Peacock C1791,1656) fué uno de sus funda-
dores junto con 3. Herschel <1792,1671> y Ch. Babbage
<1792,1671)). En su IC~4tL~g Q2 etggbr±se propone dar al
álgebra una estructura lógica. Intenta iniciar el pensa-
miento axiomático aplicado a la aritmética y al álgebra.
Aunque Peacock no realizó ninguna aportación
nueva de importancia, contribuyó de forma definitiva al
proceso de actualización de la ense~anza de las matemáticas
y, en especial, del álgebra en Inglaterra. Este esfuerzo se
hacía sobre la materia, pero no sobre el alumno. Se trataba
1
sobre todo, de profundizar ccx la 4 undasentacido del álgebra
pero se olvidaba el hecho de que la profundización en la
abstracción no tiene que suponer desatender al alumno.
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Augustus de Morgan <1606, 1671) fui otro de los
iniciadores de la que se podría llamar “Escuela Inglesa»
<Boyer op. cit. pág 712). Spoyó alguno de los puntos de
vista de Peacock. Podríamos decir que con de Morgan comienza
el elnebra Abstrasta pues considera sin signiftcado concreto
no sólo a las letras que utiliza sino también a los símbo-
los que representan operacioneal “así las letras tales cono
A,B,C, podían significar virtudes y vicios, y + y — podían
representar premio y castigo”, mientras que en el Algebra
de Peacock los símbolos se entendían como números o magni-
tudes todavía. De modo que dices
.‘ce. Una sala exceprifl, ni.pna pulabr. a siebola de la ariteitica ni del
alqebra tienen en Apir. de sipificaja a la leago de este capitulo, cuyo
objeto sos les sifloles altees y sus leyes it toeétrtaci&,, lo qIae da Iqar a
un dígetra asebilica qn puede cm.vertirse en adelante en la gramática de cien
álgebras concretas distintas’ <la enreprián referida es la igualdad)
iEoyet op. nl, p. 7121
Recuerda con esta aspiración otra parecida
declarada por Leibniz C1646—1716), aproximadamente l~O aFos
antes, cuando al entrar en contacto con el Álgebra, ve en
ella unas posibilidades de formalización que le ilusionan. Y
adivinando una gran potencia en ese nuevo lenguaje y una
abstracción y objetividad que le seducen, piensa que tI
álgebra puede convertirse en el modelo de su Característica
Universal y así escribe:
‘ú Isla una especie de lenguaje síabilica que nos peraiticia
expresar si. atígiedad todos lo. pauaiefitos huasas — cutermotf& de su
prensil:—, anaentaria suntra pode’ de dedurnil. al pereitir desarrollos sAs
coqiejos a más largos y renivela toda, las controversias su tener que llegar a
enlreotaaientes, .tillzaado sus ‘de.ostracímes”
(Cmt.rat, ISiS)
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Encontramos en Leibniz la atracción que el Alge—
bra ejerce. Un gran cerebro universal e inteligente anticipa
en ella un gran potencial de posibilidades. Se proponía así
una tarea esencial: la L6~ica simbólica. Lo que él llamaba
el Calculus Ratiocinabr que haría aumentar la armonía uni-
versal~
De hecho comenzó la tarea de desarrollarla
asociando a cada término “primitivo” un número primo —esta
idea fué posteriormente continuada con éxito por G~del—. El
término primitivo es el símbolo no deducible, la
autorreferencia. <Couturat op.cit. 1969>
Pero volvamos a De Morgan. Al vaciar de conteni-
do los símbolos estaba preconizando la idea amoderna de que
el objeto del álgebra son las funciones proposicionales más
que las proposiciones, pero por otro lado creyó agotadas
las álgebras con el paso del Algebra Simple <Números reales)
al álgebra Doble <Números complejos).
En realidad todo el siglo XIX en Inglaterra fué
prolífico en cantidad y calidad. Nombraremos solamente algu-
nos de estos Importantes personajes en el Algebra’
William Rowan Hamilton <lEOS—iBÓS) que se encar-
gó de demostrar que había “más álgebras” con su teoría de
los cuaterniones.
.1.3. Sylvester <1614—1897) y Arthur Cayley
<1621—1695> que trataban la teoría de invariantes algebrai-
cos. Hoy se conoce como método dialítico de Sylvester un
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método, para eliminar una incógnita entre dos ecuaciones
polintmi cas.
George Boole <1615—1664) que trabajó en el
análisis de la Lógica. Decía que la Matemática no se reduce
a la ciencia del número y la magnitud continua. La caracte-
rística esencial de la Matemática es ~M Igci»> si un tema se
presenta con símbolos y reglas precisas, únicamente, sujeto
a una exigencia de consistencia interna, eso es Matemática.
Según Rusmelí, Boole fué el descubridor de la Matemática
Pura.
Pero estamos en el s.XIX y nos falta nombrar a
Evariste Galois <1811—1232) el joven y genial matemático de
trágico destino. Le debemos el concepto de aupo y también
hacer da este concepto abstracto la idea central de la
teoría de ecuaciones algebraicas. Con él se termina el
álgebra clásica, es decir, el resolver ecuaciones en térmi-
nos de radicales.
Después de Galois, más o menos desde 1850 los
libros de álgebra comienzan a estudiar las estructuras
a¿ge~raicas de modo que a partir de este momento el álgebra
se convierte en la Teoría d~ las Estructuras
En la enseKanza, este cambio también ha tenido
lugar hace unos aEos cuando irrumpió con fuerza la nueva
corriente que preconizaba la introducción prematura de las
estructuras como base del conocimiento matemático. Esta
inversión de la génesis del conocimiento ha demostrado, cono
ya sabemos, su ineficacia en la enseEanza.
oSurge, en este aoaento,la escuela alemana del
a. XIX Diricblc’t. Dedekind (con la noción de cuccQo),
Hilbert ., que desarrollan ¡a teorca de Los núaeros alge-
braicos bas5ndose en el estudio da Gauss do loe números
complejos <a.bil con .# y ~ racionales.
A partir de Galois mo produce LA R¶rTLEA. £n
unos pocos aÉos podremos hablar de lo que es LS 4L~U. Ha
nacido el Plgebra como objeto d estudio .atsático.
fl comienzos del siglo XX culaina, en cl Mgebra,
un proceso de generalización creciente que habia comenzado
en la geometría y la topologa.
La lla,m,da ‘Llgobra moderna” adquiere un fuerte
desarrollo cn la segunda mitad de este siglo.
fluaentaden uevo el grado de abstracción en esta
disciplira y asi las letras ½‘ e “y” ya no repreaentan
molacente números desconocidos (reales o imaginarios) ni
maoni tu des (segmentos en Descartes>. ahora las letras “><“ e
“y” pueden representar cualquier comar persutaciones.
4iguras geom&tricas, matrices, etc.
La palabra “cosa” usada para hablar de la incóg-
nita durante el 5. xv: designaba una magnitud, un número;
pero ahora hablamos de “cosa” en el sentido literal espa~ol
de “cualquier cosa”. No hay condiciones para eí posible
elemento ‘5<” o “y” (o cualquier otra letral que va a manejar
el álgebra abstracta.
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En la “Logique r’¶athematique” de Kreisel—Krivine
los elementos manejados son frases, sentencias, para formar
nuevos lenguajes y nuevas posibilidades de e~¿presión.
‘El álgebra abstracta ej est, período (joal tel s. II posiblameote será
la parte de las satetiticas sAs larextigeda junto cao l~ topologla.’
(EMe’ op. cit. p. 7h41
Es quizá el momento de hacer una reflexión que
reconozca el lento proceso de elaboración de la actual
álgebra, los siglos de tentativas, avances y retrocesos que
van configurándola que contrasta con el corto periodo de
tiempo en el que se espera que los alumnos lleguen .i
asimilaría y dominarla.
II • 1.4. AL~A. ~1E Ptfl..i TICA.
El raz’,ai ente deda,acti va es el que nos 1 1 eva de
los datos conocidos a través de su manipulación mediante
unas reglas determinadas, con un razonamiento preciso, hacia
lo desconocido0 que resulta como g¿ DCggMStP de la manipula—
ci ocx. Esquemáticamente:
razonamiento
Lo conocid > Lo desconocido
Lo que Pappus y los antiguos habían nombrado
como Análisis <nr. Analiticae) era diferente. En vez de
razonar desde lo conocido para demostrar lo desconocido, el
analista va a partir de la hipótesis de que “conoce” lo
desconocido y, manipulando eso como si fuera realmente cono—
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cido, llega a una condición que “eso” <“la coca”.’ la incóg-
nita”) debe cumplir para satisfacer la~ condiciones dadas.
r’appus, en el libro YII de la colección
explica lo que es! para al, el análisis:
‘un sétodo que comiste en considerar cIta conoc~do aqoella que se busca, y
obtener las coms,cuencias de ello hasta llegar e algo que se Éxito ya Coto al
resultado de sirtesis’
bayer a>. uit. p. 24(1
ma reconoce que el análisis es pues u,-. tipa de
raconarricnto “a la inversa”.
Este mismo tipo da- r=:onzciento os cl que sigue
cl álgebra. Partiendo ‘te le dosconceido qun- ~ae ‘la cosa”,
“la incógnita”. y bacitndnlr cumplir ls-o condiciones esta-
blecidas cara el probícíra mc llega a la condición (“Ccu&~
ción”l que. san, pulc.da m.cdtanto lan leyes slgcbrai:as,
su-rmite cl cálcul o do “la cosa”. Ea decir, de un modo
nr -Fi so:
-~zofls’r GZLLPJpI:rla
Le dezconoci do Sor di:: tn ——‘-——————Irtoscencc ido
calcular
FocLínción) (incógnita>
P. Vióte <1540—I¿O5) en su ómportantisima obra
“In artes analyticem Isagoge” <5 15911 <Introducción al
sótodo analiticol explica el cátodo anMitico de Precio,
definiendo el análisis como’
‘La suposicidn de qoe lo bosado e; conocido y el pasa, actiante
deducciones, desde al hasta algo eects’,aaeete cocando’
Éssingflrnoíd. p. 1541
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Según t4ussing—Arnold ‘Pp. 154—155>, para Viéta
había tres clases de análisisO
— El análisis para buscar, cuya idea se basa en suponer
lo buscado co conocido y dar a la cantidad un nombre, un
signo, un símbolo. <Encontramos aquí las nociones de signo y
símbolo empleadas indistintamente, idea sobre la que
profundizaremos en el capítulo 3~). Entonces con este
símbolo como si se tratase de una cantidad conocida, esta-
blecer (Viéte dice buscar) para ella una ecuación matemática
conveniente.
— El análisis para obtener, que es el que se emplea
para “conseguir” demostraciones de teoremas auxiliares, si
son necesarias.
— Análisis exegético que es el que lleva a cabo el usc,
de transformaciones algebraicas y la resolución dee
ttuaci ones.
IMPORTANCIA DEL ÁLGEBRA
La importancia del Algebra es algo que a lo
largo de su historia ha estado en entredicho. Muchos cientí-
ficos han observado su potencia y considerado su importan-
cia, con entusiasmo y admiración ante sus posibilidades, y
otros muchos la han despreciado, considerándola como cálculo
exclusivamente, quizá antes de conocerla bien.
En Za Didáctica de las Matemáticas nos encontra—
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mos con las consecuencias de esta controvertían
¿Es importante ensegar el Álgebra como tal?
¿Es ‘simplemente” ense~ar a calcular lo que
debemos hacer?
En la encueste a los profesores sobre lo que
ellos entienden por Álgebra, encontramos un profesor que
había seXalado como perteneciente al Álgebra el tema de la
Divisibilidad de Polinomios y como no perteneciente el de la
Resolución de Ecuaciones y que en la entrevista correspon-
diente justificaba su respuesta porque: “La resolución de
ecuaciones, inecuaciones y sistemas es siqolente Cálculo”
Vemos, pues, cómo aquí se desprecia al Cálculo como algo
simple y mecánico y se ennoblece al Álgebra coso el estudio
de las Estructuras.
Se puede suponer que este profesor hace de la
ense~anza de esta parte de las matemáticas una ense~arlza
calculistica” con la que se enseEan y aprenden friamente
unas técnicas para resolver determinados ejercicios que poco
o nada tendrán que ver con otra cosa que no sean ellos
mismos. Se trata, cuando la ense~anza se hace de este modo,
de que el alumno domine algunas técnicas y que sea capaz de
demostrar ese dominio resolviendo unos ejercicios preparados
para ello.
Esas técnicas, efectivamente, nacen y mueren en
ellas mismas. No es extrao que estos profesores las despre-
cien y consideren que su ensei~anza no pertenece al álgebra.
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Sobre todo si consideran el Álgebra exclusivamente como el
estudio de las estructuras.
El Cálculo, incluyendo en él la Resolución de
Ecuaciones, Inecuaciones y Sistemas, se desgaja así de la
parte “noble’ del Álgebra.
Sin embargo, históricamente, vemos cómo la idea
de tan Álgebra Analítica es valorada magníficamente <por
ejemplo por Descartes) y la idea de un álgebra Lenguaje
forma parte del ideal buscado por mentes científicas como la
de Leibniz. Para él la concepción de un “razonamiento mate-
mático” universal, único e infalible era una aspiración
ligada a la búsqueda de la Felicidad y de la Paz.
Veamos como consideraba Descartes al Álgebra.
Podemos verlo a través de la clasificación quen
hace de las iuncionesn
al gebrai cas
¡
Funcí ones
no—algebraicas
divisides que correspondía a la geométrica de
geométricas
1
curvas
mecánicas
llamando curvas mecánicas a todas LAS ~yf DQ ~ 4lggbrai—
~ De este modo pretendía hacer de las funciones alge-
braicas el único objeto de la Geometría, “midiendo” así las
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curvas por un “patrón algebraico’.
Las curvas que entraban dentro de este patrón
algebraico eran dignas de estudio. Eran Interesantes.
Las <unciones no—algebraicas de Descartes, son
llamadas funciones trascendentes por Lelbniz, quien comenta,
sobre la clasificación de Descartes, que el apelativo de
mecánicas que aquél emplea tiene un sentido despectivo. Así,
Leibniz corrobora con su impresión el hecho de que Descartes
consideraba únicamente importantes aquellas curvas “geomé-
tricas” que eran susceptibles de ser estudiadas a través del
Álgebra.
<Observemos, sin embargo, que Descartes aunque
no puede aplicar su método algebraico a la cicloide, no por
eso deja de estudiarla e inventa el centro de rotación).
Leibniz —a quién hemos nombrado más arriba en
relación con su interés por el álgebra— fué también un
enamorado de sus posibilidades. El 4lgebra le ofrecía cómo
concretar la idea de ¡j c~u~sItn a £Miak2 e~.Lflt ~
ft sLql~QLQ! ctL4agné~g~ gntr.~ a~ Cualquier des-
cripción de la realidad podría, a través del Álgebra, ser
reducida a una unidad de elementos deducibles mediante
cá1 cuí os.
Era el momento en que proliferaban las diferen-
tes notaciones. Couturat <pp.62—B3) nos explica el deseo de
Leibniz en su “tarta a Oldenburg” y su confianza en el
Álgebra como lenguaje universal para conseguir Una formalí—
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zacién del 1,guaje y del pensael unto.
Sin embargo ya hemos visto, en la nota al pié de
la pág. 11, que de bien antiguo nos llega un “desprecio”
hacia el cálculo “mecánico”, y que este apelativo se man-
tiene como una sombra en la definición cultural de Álgebra.
Entre lo. matemáticos actuales se da, también,
este desprecio, como nos indica Chevallard <Chevallard, 1966)
cuando dice que en la actualidad ‘¼..al Álgebra se la niega
como herramienta de creación de conceptos’ y más adelante en
el mismo párrafoa “Así se tiende a rechazar al álgebra
elemental de la parte viva de la actividad matemática, para
reducirla, en el marco formal que hemos descrito, a une
actividad “automática”, y en cualquier caso autónoma, sin
capacidad real de creación”
Si admitimos que la simbolización forma una parte
substancial y, en cierto modo, definitoria del álgebra,
observaremos que grandes progresos en matemáticas han estado
marcados por el descubrimiento de buenas simbolizaciones que
han hecho posible el manejo de conceptos incluso antes de su
perfecto conocimiento. Estas simbolizaciones han ayudado a
completar el conocimiento de esos mismos conceptos.
Podemos recordar como ejemplosn
1.— La introducción de las letras para represen-
tar los números coincide con el comienzo de la aceptación
generalizada de los números negativos,
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Aunque ya los chinos calculaban con la ayuda de
varillas rojas para las cantidades positivas y varillas
negras para las negativas, no aceptaban los números
negativos como soluciones de ecuación.
En la India, sin embargo, Brahmagupta llegó a
exponer soluciones generales de ecuaciones cuadráticas
incluyendo las dos raíces aunque una de ellas fuera negativa.
Pero recordemos que los árabes todavía <A1
Khowarizmi) rechazaban las soluciones negativas.
Fué Chouquet, en el s. XV, uno de los autores
que empezaron a escribir los números negativos con ayuda del
símbolo literal “ m “ para representar el “menos”, y en sus
reglas para calcular con exponentes negativos consiguió
manejar una escritura que suponía un gran avance de simboli-
zación, aunque no llegara a establecerse entre los catemátí—
cos de la época, quizá porque no fuera bien conocida.
Etifel <s.XV,XVI), usó coeficientes negativos en
las ecuaciones que, así, pudo reducir a una forma única,
pero no admitía los números negativos como posibles raíces
de una ecuación. Llamaba a estos números mueerí abstordí a
pesar de conocer bien sus propiedades.
Viéte <s.XVI,XV!fl, a pesar de su indudable
valía y su dedicación al estudio de las ecuaciones, no
admitía coeficientes ni raíces negativas.
Es Girard (1629> el que, al permitir raíces
45
tanto negativas como Imaginarias, logró formular las reí.—
ciones entre los coeficientes y las raíces de una ecuación.
Incluso pareció anticipar la idea de recta numérica ¿al
indicar que los números negativos Son un retroceso y los
positivos un avance.
Con Descartes <s.XVII) encontramos la admisión
de las raíces negativas pero, llamándolas “falsas”, frente a
las raíces positivas, que denomina “verdaderas”.
Hudde (s.XVII,XVIII), parece que fué el primero
en utilizar coeficientes literales para representar números
reales cualesquiera (positivos y negativos>
Tenemos, pues, que llegar al s’ XVIII para
encontrar establecida la expresión literal para los números
y, con ella, la admisión, sin reservas, de los números
negativos de una manera generalizada.
2.— La escritura de los números complejos en
forma de binomios, con ayuda de la letra “i”, en lugar de
4—1. supuso un principio de aceptación de los mismos así
hacer posible su manejo y el estudio de sus propiedades.
La fórmula de Cardano — Tartaglia CC 1550> para
la resolución de la ecuación cúbica, cuando las tres raíces
son reales y no nulas, conduce a la situación de raíces
cuadrada, de números negativos, es decir a los números
imaoinarios”. Se necesita comprender el comportamiento de
estos números para poder obtener la raíz real y, a pesar -de
esto, solamente Bombelli se atrevió a expresar lo que ‘él
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llamaba una “idea loca” que anticipaba la noción posterior
de números complejos conjugados. El resto de los matemáticos
de la época se limitaba ignorar la posibilidad de existencia
de este tipo de números sin poder salir de la situación de
perplejidad que producía al hecho de la aplicación de la
fórmula de Cardano — Tartaglia, como hemos dicho,
Es Girard, aproximadamente en 1629, el que
admite las raíces imaginarias, como ya hemos dicho, porque
con ellas podía mostrar los principios generales de
‘formación de la ecuación a partir de Sus raíces,
Así, las reglas generales del Álgebra, se impo-
nen, como una necesidad que obliga a admitir la existencia
de esos extraes entes matemáticos, que sen los números
“imaginarios’.
11.2. ALBINAS POS ICIQES ACTUALES EN LA E?~AANZA DEL
&LSEBRA
Yves O,evallrd. Francia.
Sobre el álgebra y su enseWanza. Muestra una
diferenciación entre “enseRanza funcional” y “ense~anza
formal
Él es partidario de que la ense%anza debe ser
funcional. Pero ¿qué significa ésto?’ Significa que el
aprendizaje no debe hacerse “in vacuo” es decir, sin objeti-
yo. Cuando ense~amos de esta manera <formal> estamos hacien-
do una enseganza que no es inútil pero sí incompleta y por
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tanto fuente de errores y obstáculos.
En la Memoria dc 3 Tonel!.. 1900 “El mundo
cerrado de la factori:ación” se hace un estudio en este
sentido sobre los desarrollos algebraicos elementales (+ac—
torización, identidades notables) y au ensePacra.
Algunas de las observaciones obtenidas por 3,,
‘Vonelle son las síguientes
1. Le producen en los alumnos interferencias
entre los modelos aditivo y multiplicativo. <el uno do-be
userse para los coeficientes y el otro para los o>poncntesu.
(Este terna de los campos conceptuales aditivo y multiplica—
ho se analiza en profundidad en un trabajo de Pellerey que
figura en la bibliografa).
U. El esquema de factorización
0= - A’ CO + AMO - Al
~unciona realmente como un esquema de deecodiiicación. EA
alumno no comprende, sólo adivina. Aprende cómo hacer la
descodificación de las instrucciones que da el profesor.
III. El profesor presenta una doble “oferta”
discursiva una (lo que el profesor dice> y ostensiva la otra
(lo que el profesor muestra>. Se pide “Factoricer...”, pero
luego no sirven todas las ‘factorizaciones; se ouestran las
que se pueden hacer y se prohiben otras. Hay que hacerlo de
una manera especial. ¿Por qué? o ¿Para qué? No están claras
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las razones porque no hay un objetivo.
IV. Se realiza un aprendizaje formal pero no
funcional.
En realidad lo que se hace no se sabe para qoid
sirve. “Se hace porque lo quiere así el profesor’ y con eso
basta.
Y. La transacción didáctica impone un tratamien-
to por ostensión que ayud, a dejar el concepto en prt-
c,strucción. No favorece por tanto la construcción de la
noción de polinomio.
Entre estas observaciones destacaremos ahora la
IV que denuncia la carencia de un aprendizaje funcional en
los términos de los estudios de Y. thevallard.
En su trabajo, Chevallard nos dice sobre éstoO
Ee conocía de uo espín fucIual, las peticmcoes de duelo se
bateo can caesipas toe. ‘Factw’iza. ..“ que llevan cisdídas tan requeté de salee—
deteo’slcsriwes iiddcticas que el alas,. tieso qe. ioteopretar para ocalinar el
eleecíclo cerrettat«tt’.
Se puede aXadir que en los actuales curricula no
se podría hacer una enseKanza funcional pues, en general, el
cálculo algebraico se ensefla mucho antes de que se tenga que
emplear. Por ejemplo los polinomios y su factorización, la
simplificación de fracciones algebraicas, la resolución de
ecuaciones de tercer o cuarto grado mediante factoriza—
ciones, etc.., no se revelan necesarias hasta que llegamos a
querer estudiar una función y nos ayudamos de las derivadas
y en general del cálculo diferencial para obtener sus
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máx,nos. mínimos, asíntotas, etc.., y aún cuando eso llega,
los ejercicios y problemas que se ofrecen para este estudio
son evidentemente mucho más sencillos que los que servirian
para provocar las complicadas simplificaciones que les
“hemos ensePado” a calcular.
Vemos a ver algún ejemplo de como esto sucede en
Esp aPa;
resol ver
siguientes
Durante el 19 de Bachillerato te les ense~a a
ecuaciones y a hacer simplificaciones como las
1. P~cto~i~: p6~’> Zx
4~ 6x~— 12x2+ ZOM — 15
2. Strnpli4ica;
22~— 4xm-’4x~+l2’. —~
3
4 =;=—Sjg+b
Sin~plifica;
x —
4. Resuelve; ~ + 2x2 — 9ct — 18 e O
Y dos aRos más tarde! cuando llegan a 32 de
Bachillerato, practicando las aplicaciones de las derivadas,
es les plantean los siguientes ejerclcuosc
O. Lstudia las funciones siguientes calculando sus
dominios, puntos de interés, asíntotas, etc... y dibuja la
función ccrrespondiente;
1.ic ucd “ ~4 M~— 213 xa~ 312 =c~
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>0
1.25 g(x> —
x+1
lO<x — 5>
1.3: h<x) = _________
x
2. 9
Como vemos no existe una correlación que
justificar la “inversión” de tiempo hecha en aprender
técnicas que sólo servirán des a~os más tarde y en
grado que el aprendido. (Suponiendo Que realmente Se
aprendido)
aprendí taje
alumno no
hace. ¿Es
preferí bí e
pueda
unas
menor
hayan
Otra pérdida debida a la anticipación en el
del cálculo algebraico es nr±Inrng1~’ El
aprende s~án~~ son pertinentes los cálculos que
mejor desarrollar en este momento?, ¿O seria
factorizar?
Esto se puede observar en el ejercicio siguiente
2. Estudia y representa la función
>0+ 1
m<x) = _______
x2— 1
Al calcular la derivada segunda para estudiar la
concavidad de la curva o los puntos de inflesión el alumno
se encuentra con la e>qlresiónl
—4 (><?..fl2 — <~4,d2bc2 —1 )Zx
a — _________________
Cx’— 1)4
Si realiza los cálculos que le han ense~ado. formalmente,
multiplicará y reducirá los términos semejantes del nueera—
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dor hasta llegar a un polinomio en el numerador (y quizá
también desarrolle el denominador) que deberá factorizar
para intentar simplificar después.
Hacer la simplificación puede ser útil si
tenemos que igualar el numerador a cero, pero si queremos
estudiar el signo de la derivada segunda m’ • será ~r~L~gut~
dejar el denominador en forma de cuarta potencia, pues
sabemos que así es suficiente con estudiar el signo del
numerador.
Estas elecciones de pertinencia
pueden hacer cuando se ha ense~ado a usar el
o~Iw~o~g, pero no cuando se usa fg~~ai~ente.
ha habido un momento para enserar esta pert
los profesores enseftan derivadas ‘dan por
alumno ha de adquirir unos conocimientos y
que sepan “cómo” y “cuándo” deben hacer un
cál cuí o.
son las que se
álgebra fl¿flg.kg:
Sin embargo, ¿sc
menda. Cuandc
hecho” que el
esperan de ellos
tipo u otro de
Un caso claro de esta carencia, asumido por los
profesores correspondientes, es el de la descomposición de
fracciones en otras más simples para cálculos de integra-
ción. La mayoría de los alumnos so sorprenden de tener que
pasar UNA fracción a la forma de VARIAS fracciones cuando
siempre han tenido que hacer lo contrario. Y es un hecho
constatado: No saben cómo hacerlo y se les tiene que enserar
en ese momento. Esta es una circunstancia de aprendizaje funcional
y pertinente.
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Y. Chevallard, en su estudio “Teoría didáctica y
estudio de la ense~anza del álgebra”, hace una crónica de su
introducción de los racionales en clase de 4~, en Francia
<13—14 awos), usando el álgebra como herramienta para la
construcción de lo mus6rico.
Define allí los racionales positivos a partir de
los naturales, como los números que satisfacen la ecuación
ax=b (con a y b enteros positivos no nulos> y, trabajando
algebraicamente <casi diríamos “ecuacionalmente”), se vena
la equivalencia da des fracciones que “son” el mismo número,
la suma de dos racionales,etc..
Éste sería un aprendizaje funcional del álgebra
pues no se está ensegando en si misma sino con un objetivot
desarrollar una teoría.
Gérard Vergnaud. Francia.
En su artículo 1ntrg~M;aftn ~ 21$1nkrg.~., se
seflia que el Álgebra supone una “ruptura epistemológita’
respecto a la Aritmética; que muchos alumnos y, en general,
los más “flojos’, no entran fácilmente en el juego de las
manipulaciones simbólicas, y que, estudiando las difi-
cultades y los errores de los alumnos, se clarifican algunas
Ideas importantes para esta introducción.
Se observa, también, que, en Álgebra se deben
plantear explícitamente las relaciones entre los datos y las
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incógnitas (plantear la ecuación), para manejar con un
cálculo, relativamente automático, esa “explicitación”;
mientras que en Aritmética el trabajo consiste en buscar las
incógnitas intermedias, en un orden conveniente, eligiendo
los datos y las operaciones adecuadas para calcular lo
desconocido. Estos distintos modos de actuación obligan a un
aprendizaje muy distinto en ambos casos.
Se plantea, asimismo, la significación del signo
de igualdad, con las diferencias entre Su uso en aritmética
y en álgebra y las dificultades de aprendizaje que crea. Los
conceptos de función y variable que se presentan y que hacen
surgir la dialéctica Algetra instrumento 1 Álgebra otjeto
<Douady, 1964).
Se apunta que, en el caso de la función y la
variable, no se aprovechan las ejemplificaciones que prestan
las fórmulas de la Geometría o de la Física.
Dad, la “ruptura” considerada entre la aritméti-
ca y el álgebra, se deciden los autores por intentar una
introducción del Álgebra como ‘herramienta” que va a servir
para resolver los problemas difíciles de aritmética.
En este trabajo se nos describen los fenómenos
didácticos observados sobre una experiencia hecha, como la
de Chevallard, en 49 curso, pero con alumnos “retrasados de
nivel”. Cada observador ha trabajado aquí con 2 o 3 alumnos
solamente y la “modelización” <en el sentido de elección de
un modelo como ejemplo para la ense~anza) escogida ha sido
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la de la balanza, en equilibrio, que representa la igualdad.
En ella se colocan pesos conocidos y otros desconocidos que
se deben calcular. cí objetivo que se busca es el plantea-
miento de la ecuación y su posterior rosolución.
Por ejemplo una situación didactica es la
siguiente; Le los da el dibujo
<2 ___
CUEPPO mt62 g. m
3736 g.
y se dice a los alumnos que deben poner el problema en
ecuación y resolverlo eNplicitando la manipulación algebrai-
ca oiectuada. ILe que no dice es cúal es el enunciado que se
lee da realmente a los alumnos, Cuól es el enunciado que
recibsi Previamente a la manipulaciin algebraica deben
escribir “la manipulación {sica” correspondiente.
Se observa que la sitad de los aluenos llegan a
escribir ecuaciones como~ A + 62 = 736 , pero la otra mitad
hace la diferencia y se contenta con constatar por escrito
674 a 62 736
de ésto ‘lítico se obtiene como deducción que el conocisiento
del vair de la incégmita tapa el proceso de p~ir SI
ecuaci án.
También se observa que la manipulación física de
la balanza no produce el efecto deseado de “pasar” las pesas
correspondientes a 62 grs. del platillo izquierdo de la
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balanza al platillo derecho, y que seria lo que
provocar la escritura “que se busca”, que es
podría
(A + 62) — 62 = 736 — 62
porque los alumnos quitan de la balanza las pesas y vuelven
a pesar el cuerpo. Esta escritura tiene que ser propuesta
por el profesor y recopiada por los alumnos. Solamente la
mitad de los alumnos logran escribirla.
Incluso la tercera línea que espera el profesor
que seria:
A = 674
es escrita por la mayoría, pero algunos
= 674’ o simplemente “674” con lo que,
el signo de igualdad todavía guarda
uancio dc un resultado
esencial en
teoría de G,
escriben: “736 — 62
para estos alumnos,
el significado de
Se dice en el propio escrito que un elemento
el contrato didáctico <en el sentido de la
Brousseau) investigado por el ense;ante, y que
es lo que se busca que el alumno domine, es lo que llama el
script—algoritmo que es la escritura de estas tres lineas;
A + IB = 154
A + 12 — 12 154 - IB
A = 136
Esta escritura es aparentemente aceptada por los
alumnos pero la línea segunda aparece • en la mitad de l’,s
casos,escrita de muy diferentes maneras ‘no esperadas”. Por
56
ejemplo
E + m — 13
E + m — m = 13
m.5
que hace ver que la respuesta, dice el artículo, es una
respuesta al contrato didáctico exclusivamente, de modo que
e1 contrato, que coníleva la petición de una escritura
forsal, imterfi.re, ennjosaente, con la terca de rescluciór,
propiasite dichr.
Por mi parte a~adiría que, como en el artículo
no se explicitan las consignas dadas por el enseRante, es
muy difícil opinar sobre la experimentación hecha.
En este primer ejercicio se ve que la mitad de
los alumnos ~qur~ que no han aprendido lo esencial de la
equivalencia del signo <e) <lo dice el articulista) ni el
script—algoritmo. Sin embargo, se dice, que en la segunda y
tercera experiencia, con igualdades de los tipos: 3x = 1305
y 3y + 12 — 42, to~9J los alumnos optan por la vía algebrai-
ca y tratan las ecuaciones con el script—algoritmo pedido.
IrO que no queda claro es cómo adquiere el alumno
este conocimiento, pues la única diferencia es que la situa-
ción es descrita mediante un sistema de operadores. No se
aclara si se efectúa alguna explicación, por parte del
profesor, después de realizar el primer ejerciciol o simple-
mente son los ejemplos escogidos los que producen el
aprendizaje.
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Como no se deben olvidar los números negativos,
se ponen ejercicios en los que se pide al alumno que invente
situaciones semejantes pero con números negativos.
En mi opinión, esta petición aporta una gran
dificultad, cuando la ejemplificación empleada ha sido la de
la balanza, pues queda vacío de significado “un peso negati-
vo . Tendrá el alumno que recurrir a otro tipo de imágenes
mentales. Deberá imaginar “situaciones” diferentes. Y, en
vez de servirse de la modelización, deberá escapar de ella,
por lo que ésta resultará perjudicial, en lugar de
beneficiosa.
Georges Glaeser, Francia.
Vamos a comentar un articulo de este autor,
sobre las dificultades <el mismo autor observa, en nota a
pié de página, que los términos “obstáculos, dificultades,
umbrales” son usados ingenuamente, y que sólo tras numerosos
trabajos se podrán hacer distinciones pertinentes entre
ellos) que ofreció el establecimiento de los números negati-
vos entre la comunidad matemática a lo largo de la historia.
ya hemos comentado que éste es un problema cuya
resolución está muy ligada a la aparición de las letras.
El trabajo está centrado sobre la regla de los
signos, y comienza con una cita inglesa que, según Glaeser,
es una regla mnemotécnica y que, según Chevallard (1906),
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parece estar atribuida al poeta W.14. muden:
Ninus times Minus equals Plus:
The reason for this we need not discuse.
Este es un grave problema didáctico del álgebra.
La regla encuentra su justificación en El trfl~~ del
Alnbr> de Mac Laurin (1646—1756) publicado en 1746. En este
tratado, nos cuenta Elaeser, MacLaurin hace una “demostra-
ción’ da la regla de los signos <multiplicando •a—a~ por n
positivo y por —n negativo> basándose en las propias reglas
del álgebra. No es una casualidad que obtenga esta demiostra-
ción da tipo formal pues este parece Ser Su punto de vista.
Es una demostración muy original para la época,
pues aún se sentía la “necesidad” de que los objetos matemá-
ticos tuvieren su “traducción” real. No hemos llegado toda-
vía al álgebra abstracta y MacLaurin se adelanta, sin coitar-
go, a los matemáticos del s.XIX diciendo en su Ic¡~IUQ ~g
fl~ ílynI2Dn:
‘II ,‘est jis alcesaetee qae les ahieta de a” thtaries *oieat dkrita
atuullumwt, u ~‘lls euistst kw, da hwsl salí II mit nueuettel qn Lees
relatiací filial clairaeot sunlues & ~,ideeeentdlduite.,5 II así •reat4ec de
s’appllq,n pwtlcnll.esuut 1 cusidire cellas qal r%wdst ea chjeta
e,tleinrs
Por la misma época Ltonard Euler (1707,1783), en
una obra para estudiantes, usa para justificar la reglé de
los signos, la imagen de una “deuda” y así obtiene (..+) y
Cf..—), después <—.•) por conmutatividad, y para C—.—) la
única explicación sencilla que encuentra es que debe ser
diferente de “—ab” luego debe Ci!) ser +ah.
5~
Sin embargo Euler no vacila al usar números
negativos e imaginarios en un polinomio. El problema es la
justificación de la regla para jy unha3aoz* <Es aquí dónde
el álgebra suaninistra una vía. Esta vía no ha pasado des-
apercibida para Chevallard que, en su artículo de 19B6, pre-
senta una sencilla demostración algebraica de la regla>.
Glaeser redacta una lista provisional de algunos
obstáculos, en concreto seis, junto con una tabla de autores
estudiados, en la que se consigna si el autor demuestra, en
sus textos, haber superado cada tipo de obstáculo, o no.
Esta búsqueda de obstáculos epistemológicos se
hace para poder compararlos después con los encontrados
entre ]os alumnos, cuando deben empezar a trabajar con
números negativos. Esta comparación no está hecha todavía y.
aunque no sea directamente nuestro tema de trabajo, está tan
relacionada con él que abogamos porque se intente lo antes
posible.
El trabajo de esta tesis también tiene el propó-
sito de seguir una línea semejante de búsqueda de
dificultades históricas y de dificultades de los alumnos
para obtener conclusiones didácticas.
En el trabajo de Glaeser, se observa que,
desde el s. III, con Diofanto, hasta los s. XVI, XVII y
XVIII, se encuentra la práctica de cálculo, con números
negativos, en grandes matemáticos clásicos (Etevin, Descae-—
tese McLaurin, Euler, d’Alea>bert, Carnot, Laplace, Cauchy y
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Hankel) que, sin embargo, no han superado algunos de los
obstáculos descritos, demostrando así una coeaprensión
parcial de los números negativos, de lo que Glaeser concluye:
Alásí la p,etíqae <clendestine> da «¡cal dei sachen rajaiHa pricide de ¡SU
sas se c.q¿’dhnslea. Yafli bien une lema que le didactlque dei •.thlsatfqu.s he
dtvreft pi: atuse!
En verdad, existe., nociones, e,> sateeáticas,
cuya ciaba-ación ha sido costosa en el tisapo y que, una vez
superadas, resultan tan apar-entegente accesibles que olvida-
asas que los aiuws deben recorrer, individualaente, el
proceso de su elaboración.
Lesley Bcoth, Imglaterra.
Para conseguir una introducción adecuada del
álgebra es importante conocer las dificultades de los
alumnos. Se estudian, a continuación, los aspectos más
relevantes de un resumen de las observaciones e>ctraidas de
los resultados de un test preparado dentro del proyecto SESM
(Etrategies and Errors in Secondary Mathematics) continuador
del proyecto CSMS Ctoncepts in Eecondary Mathematics and
Sciences) en inatear,tticas.
El proyecto SESM tenía dos objetivos princi-
pales: Identificar las causas de algunos errores específicos
en matemáticas, en la enselTanza secundaria, y utilizar estas
Informaciones para desarrollar cortos programas de ense~anza
que ayudaran a los alumnos mOdificar sus modos de razonar y
así evitar esos errores
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Una de las áreas estudiadas fué el álgebra
elemental o —como Booth la llama— “la aritmética generali-
zada”, o, “en otros términos, la utilización de letras para
representar n,3meros y la escritura literal para enunciados
generales”. Los resultados del test fueron completados con
la realización de entrevistas individuales a algunos de los
encuestados.
El test de que hablamos se pasó a 3.500 alumnos
de edades comprendidas entre los 13 y los 15 a~os, Entre los
alumnos que habían cometido errores significativos —en
algunos casos se superó el 30 51 de alumnos que contestaban
erróneamente a algunos de ellos— se hicieron 72 entrevistas,
de media hora de duración, con un total de 55 alumnos entre-
vi suados.
Fueron encontradas tres áreas importantes de
dificultad’
a). La significación de las letras
b). La comprensión de las notaciones.
c>. La habilidad para analizar y simbolizar los
métodos que utilizaban en aritmética.
En la significación de las letras encontraron
dos cosas que consideraron interesantes:
a) Algunos aliatos no distinguían si las letras
representaban nóaeros u Objetos.
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(Lo que haca pensar que esto puede deberse al uso
de abreviaturas cotidianas como 4h que son cuatro horas O
35km que representan 35 kilómetros)
En las entrevistas era bastante general encon-
trar quel
bb eran 6 balones
4y eran 4 yogures o 4 yates
¡Por lo que uno se siente tentado de sugerir que
una de las dificultades que tienen los alumnos con la x es
que hay pocas cosas cuyo nombre comience por x!
b) Las letras, para .uchos alusncs, mo represe,—
tan .ás que Lid valor.
(Personalmente, yo diría que el alumno está más
próximo a la noción de parámetro que a la de indeterminada)
Y además algunos alumnos tienen sus propias
reglas para adivinar cuál es esa cifra. Veamos uno de los
ajemplOsa
Pregunta’ ¿Qué puedes escribir a propósito del
perímetro de una figura que tuviera “n” lados cada uno de
longitud 2? (Rodney, 14 a~os>
Rl 26
11 ¿Cómo has obtenido ésto?
Rs Bueno... todos los lados miden 2 y hay 14.
15 ¿Cómo sabes que hay 14?
Rs Hay n lados y n es 14.
15 ¿Cómo encuentras que n es 147
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R: Por el alfabeto. “a” es el número 1, “b es
el 2, y siguiendo así...
Encuentran a bastantes alumnos que parecen creer
que n es SIEMPRE 14 porque “es lo más sensato teniendo en
cuenta que no hay otra información”.
Ante la pregunta: “ x+y+z = x+p+z . Es verdad:
siempre/nunca/algunas veces, cuando <Trevor, 15 anos)
TI No será verdad jamás.
Za ¿Jamás?
TS No, jamás, porque éso tendrá siempre valores
diferentes., • porque p debe ser diferente de
y y de los otros valores, así que éso no será
jamás verdad.
1: Así que p debe tener un valor diferente...
¿Por qué dices éso?
T: Bueno, si no fuera diferente no tendría p
tendría y . Ve, se tiene una letra diferente
para cada valor diferente!
Se observa en el propio artículo que la idea de
que letras diferentes representen el mismo valor no es muy
fácil de admitir, pues en aritmética los símbolos numéricos
no tienen nunca dos posibles interpretaciones; 7 es siempre
siete, y nunca usaríamos el 7 para representar un número que
no fuera siete. Entonces ¡p no debería usarse para valores
de y! Incluso resulta difícil de creer que “2/3» sea lo
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mismo que “26/39”. <Nosotros mismos, los profesores hacemos
ver al alumno que una letra siempre vale lo mismo en un
problesa y, generalmente, olvidamos hacer notar que dos
letras SI pueden valer lo ciseo en un proMesa).
En la cospr.nsióm de las notaciones también
fueron observadas dos dificultades especialmente:
a). Expresar la ‘reunión” en suma algebraica.
b>. Colocar los paréntesis para marcar la prio-
ridad en las operaciones.
alLa reunión en susa algebraica la han expre-
sado algunos alu,os juntando las letras una al lado de
otra sieplesente.
Pregunta: ¿Qué puedes escribir a propósito de la
superficie del rectángulol
e 2
5
la e más 2, el
por 5...
(Cristopher, 15 aros, ha escrito 5 x e2)
Y: ¿Por qué dices Sxe2?
0: 5 veces e2. Esto quiera decir
2 y la e juntos multiplicados
En otros casos en que se trata de multiplicar 2
por 7, o 3 por “x”, se dan las escrituras 27 a 3x demostran-
do una confusión entre la escritura decimal (2 decenas y 7
unidades> y la expresión de un producto “literal”.
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Por mi parte haré la observación de que esta
manera de expresar la suma, por simple yuxtaposición, ha
sido encontrada en Diofanto <punto 11.1.3), en los inicios
de la escritura simbólica. En Espa~a hemos tenido una
reminiscencia de esta escritura en muchos libros de texto,
en los que se explicaban los llamados “números mixtos” que
eran los números
b b
a— que representaban a + —
c c
Estos números ya no se utilizan precisamente para evitar 1,
duplicidad de símbolos, al usar la misma escritura para
expresar la suma y el producto.
b) It se emplean los paréntesis para expresar el
reden de 1 as operad mee
Por ejemplo para expresar el área de la figura:
a
un alumno de 15 affos escribes p ~ a • a y. en la entrevista,
sabe que lo primero que debe efectuarse es la suma <a • a>,
antes de multiplicar por “p’, pero no lo expresa con parén-
tesis.
En la conclusión del artículo se hace hincapié
en que el álgebra es “una aritmética generalizada’ pero que
es claro que existen diferencias importantes entre ambas
disciplinas y que se debe ser riguroso con las expresiones
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aritméticas y tener en cuenta la relación que los alumnos
establecen entra el programa en aritmética y sus concep-
ciones de los procesos algebraicos.
Akadiría yo, que se deberá profundizar en la
experimentación buscando esas concepciones que forman obs-
táculo a la introducción del álgebra.
Nillee-,L. Diane. Estados Unidos.
En Budapest y durante el desarrollo del lOME 6
<Sixth International Congress on Matheínatical Education,
1988) fué presentado un trabajo titulado “Writting to Iearn
Algebra” de la Universidad de Louisiana.
El proyecto fué flevado a cabo por tres profe-
sores voluntarios de secundaria y dos profesores de Univer-
sidad. En 61 se trataba de que los alumnos trabajaran,
escribiendo durante cuatro de cada cinto días de clase. El
tiempo dedicado a escribir sería de al menos cinco minutos
al comienzo de la clase <por ser el periodo que mejor se
presta a la reflexión), excepto para aquellos items que
hicieran referencia al análisis de la clase misma, que
serían realizados al final de ésta.
Los itees <preparados por los miembros de le
Universidad> serian aplicados por los profesores. Se guarda-
ría todo el material escrito por los alumnos en paquetes
semanales que se estudiarían durante un corto período de
tiempo en los fines de semana y las sugerencias y
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conclusiones de los profesores de secundaria se comunicarían
a los profesores de la Universidad.
Los items fueron de cuatro categorías generales:
asbientales, de instrucción, reflexivos y variados.
Ejemplo de ítem “ambiental”: “Cuántame algo que
creas que yo debo saber acerca de ti y del álgebra o acerca
de ti y de la clase de álgebra” o “E¿plícame como te sientes
en esta clase hoy?” (Dichos afectivamente y tratando de
orientar al alu«wiO¡
Ejemplo de ítem “de instrucción”;”Explicame
aquello que has entendido mejor en la clase de hoy” o “Dime
lo que piensas de los ObjetivOs propuestos en la clase de
hoy”
Ejemplo de items ‘reflexivos”: “Recuerda cuando
aprendiste a y trata de explicárselo a un amigo
que tiene que aprenderlo y sólo te tiene a ti para que le
ayudes” (Puede ser referido a algo de la semana anterior)
Por ejeaplo.’”LJn estudiante que ha aprendido la propiedad
distributiva debe realizar mentalmente el producto:
6 x 530
¿Puedes explicarle cómo ayudarse de esa propiedad para
hacer]o?”
O este otroS “Para realizar el producto:
[<5+7513—6)515) 1 (36—1253)
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un alumno invierte cinco segundos y dice que lo hace tan
rápidamente porque ha empleado una de las propiedades del
cero. Explica cuál es esa propiedad y cómo el alumno la ha
aplicado’
Ejemplos de items “Úariados’ 1 Se incluyen los
escrito, libres o escritos solamente para diversióní “¿Cuál
es tu dígito preferido? ¿Cuántas razones puedes dar para
esta preferencia?
Después de realizar esta experiencia de
escritura durante un a~o se han recogido los testimonios de
los alumnos y de los profesores que la han realizado. En
muchos aspectos parece que este proyecto ha sido más
beneficioso para los profesores que para los mismos alumnos.
De los tres profesores participantes, uno tenía 20 eSos de
experienciae otro IB aWos, y el tercero dos a~os. Los
profesores veteranos dijeron sentir que su compaero había
aprendido, en un alio, cosas, sobre los alumnos y la enceRan—
za, que a ellos les había costado varios aRos aprender.
Las conclusiones obtenidas han sido un poco
ambiguas pero se van a anotar las más significativas:
a) Los alumnos pueden ser capaces de expresar
reglas y propiedades que no saben cómo aplicar.
b) Escribiendo, al principio de la clase, se ha
favorecido un “esquema mental” que les ha ayudado a hacer la
transición desde la clase anterior a la actividad de la de
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~Cl gebra,
c) Ha ayudado a los alumnos a “ordenar” su
pensamiento y ha favorecido la elección de los pasos a dar
en los procesos de resolución de problemas.
d) Ha permitido a los alumnos liberar la tensión
que les producía no entender ciertas cosas de álgebra.
e) Los estudiantes escriben más cuando se íes
pide que dirijan el escrito a alguien: otro alumno, un
amigo,...
4) El profesor localiza mejor algunas áreas
problemáticas para la comprensión o el desarrollo de la
clase.
g) A través de los escritos, se han localizado
errores e incomprensiones que se han podido corregir inme-
diatamente de forma más eficaz que después de un examen, que
es cuando generalmente se descubre.
hí Los alumnos han mejorado su relación con el
profesor a través de la confianza nacida al escribir sus
inquietudes.
bebido a los escasos ejemplos, sobre los iteos
que se han dado, hay que ser precavido en las expectativas
de este proyecto, pero la relación de la escritura materna
con el álgebra está desde luego comprobada er, los trabajos
de C.Laborde y algunos de los items que se expusieron
parecían realmente muy interesantes.
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Esta muestra de diferentes enfoques, para
resolver los problemas que plantea la enseRanza del álgebra,
que se ha expuesto, puede dar una idea de la variedad de los
métodos empleados ante el problema reconocido del fracaso
escolar en la adquisición de muchos de los conocimientos
relacionados con ella.
La introducción de estos conocimientos se ha
visto cómo provoca ensayos didácticos y genera estudios de
dificultades, tanto de los alumnos como de tipo histórico,
que intentan ayudar a clarificar la forma en que se producen
los conocimientos para poder actúar eficazmente en su adqui—
aid ón.
11.3. h?CBS4ITAS EN ARIWTICA Y EN £L~BR*
La letra puede tener un uso de incógnita, pero
¿sólo tenemos incógnitas cuando manejamos la letra x?
0, por el contrario: ¿Hay incógnitas en la aritmética?
La respuesta es: sí, ciertamente. Al leer a Stevin
<1548—1620> tenemos la demostración. En realidad trabaja con
los numéros pero cuando quiere demostrar una propiedad, toma
un ejemplo numérico y trabajando con él, sin usar las pro-
piedades específicas que tiene como número concreto, dice
luego que se puede hacer lo mismo con otros números, De este
modo lo que ha escrito no son números con el status de
números, sino que son elementos genéricos de un conjunto,
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Los números son así manejados como incógnitas.
Éste quizá sea un tratamiento intermedio de los
problemas: medio aritmético medio algebraico. Debemos pues
diferenciar incógnitas en situación aritmética y en situa-
ción algebraica.
Es interesante ver cómo los progresos en las
transformaciones, los progresos en “aljabra”, matan los
procesos de comparación. “al—mucabalah”. Al—nucabalah des-
aparece progresivamente porque aljabra permite transformar
completamente el proceso y calcular de le misma manera con
objetos matemáticos diferentes (magnitudes, números..,
incluso números negativos>. En al—mucabalah sólo es evidente
el resultado al final, cuando hacemos la comparación.
11.3.1, TRATAiIIENTO DE LAS INCóGNITAS
El tratamiento que se da a las incógnitas e, también
diferente, pues los métodos de cálculo son distintos en uno
y otro caso.
1. Aritmética. Veamos cómo se procede en aritmética
cuando se trata de encontrar el valor desconocido de ura
incógni ta.
lina característica del pensamiento aritmético es
que se aplica para resolver problemas particulares. Es la
intuición del matemático la que va marcando los pasos a
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seguir, en ausencia de unas reglas fijas de comportamiento.
Tomamos como ejemplo un problema de los que ahora
llamamos de primer grados
“Un comerciante adquiere una barrica de vino a
razón de 50 pesetas el litro. Revende la tercera parte a 65
pesetas el litro, un cuarto a 70 pesetas el litro, y Cl
resto a 60 pesetas el litro. Con esta venta obtiene una
ganancia de 5.100 pesetas. ¿Cuántos litros de vino había en
la barrica’?”
La aritmética acude al método “regula falsí” para
buscar la solucióne Se elige un número cualquiera que repre-
senta el tSL!Q ~¡g~ del número buscado —o “incógnita”— Aquí
entrará en juego la habilidad del matemático , pues la
elección de este número tendrá en cuenta las operaciones
posteriores que se van a hacer con él, y así se elegirá un
número cuyas condiciones faciliten esos cálculos <Si hay que
dividir ase número por otro para calcular fracciones se
buscará un múltiplo de los denominadores etc..>. Después,
con este valor se efectúan los cálculos numéricos que reali-
zan las condiciones del problema y nos llevan al resultado
“falso”, que es el que hubiera salido si nuestro supuesto
hubiera sido verdadero. Haciendo una “comparación’
<valmukabala, según Colerus equivalente a “comparación”; o
muqabalah, segón Boyer equivalente a “compensación o re-
ducción”> de este valor falso obtenido con el valor verdade-
ro se calcula por fin el dato pedido.
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Para resolver el problema te elegiría un número
múltiplo de 3 y de 4, que puede ser el 12. Supondríamos que
la barrica tiene 12 litros de vino.
La tercera partes 4 1. x 65 pts/l — 260 pts.
La cuarta parte’ 3 1. x 70 pts/l = 210 pts.
El resto: (12 menos 7) 5 1. x 60 pts/l = 300 pts.
Suponen un total de 770 pts. que seria el precio
total obtenido en la venta del vino.
Total de lo pagado en la compra:
12 1. x 50 pts/l = 600 pts.
El comerciante habría ganado:
770 — 600 170 pts.
Comparamos con la ganancia real que es SIDO pts.
y mediante división (~.l00 S 170 30> se ve que es 30 veces
más de lo que se había obtenido con el resultado supuesto da,
12 litros, por tanto, multiplicando (12 x 30> se obtiene el
número buscado de litros compradost 3á0 litros.
El razonamiento “regula falsi” o “falsa
posición” que hacemos actualmente es un razonamiento inter-
medio entre al—jabra y al—mucabalahí Se da un valor “falso”
y se van haciendo transformaciones con él —al—jabra—, luego,
cuando lo hemos transformado hasta obtener un resultado,
usamos éste para, por comparación —al—mucabalah—, calcular
el valor verdadero.
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Se puedo tratar de plantear ejercicios da falsa
posición a los alumnos y buscar las trazas que han quedado
de esos razonamientos intermedios para describir la desapa-
rición de uno de esos procesos absorbido por el otro.
2.ñlgebra. Para resolver este problema por álge-
bra se comienza del mismo modo: identificando la incógnita,
que ahora llamaremos x. Después se escriben expresiones que
~s2cflt0Stu las operaciones que habría que hacer con ella si
se conociera, y se resr~tntan también las relaciones que
ligan esta incógnita >< con el resto de los datos conocidos.
NQ de litros $ x
Un tercio: n/3 Precio de venta: 65x13
Un cuarto: x/4 g “ “ 70x/4
El restos x — x/3 — x/4 E “ 60<x — x/3 — x/4)
Esta rDQr9z2oflsIÉD forma la ecuación.
1< x x x
65 — + 70 — + 60 (x — — — — — 50 x = 5.100
3 4 3 4
Y ahora viene la gran diferencia; ~
a~D: La transformación progresiva de esta ecuación es la
que ahora nos llevará hasta el resultado. Esta manipulación
tiene sus propios símbolos, sus reglas propias que usan de
las propiedades de las operaciones y de las relaciones en
vez de usar de las propiedades de los números.
Multiplicando por 12 los dos miembros de 1.
igualdad, se tiene:
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260 x + 210 x • 60 (12 x — 4 x — 3 x> — 600 x = 61.200
Reduciendo los términos semejantes:
470 x + 300 x - 600 x = 61.200
170 x = 61.200
Dividiendo los dos miembros por 170:
x — 360 litres
En un texto francés de finales del s.XIX P.a.
129~> se habla de “l’Algebre moderne de Viéte” y se
dice:”.., la potencia reside en estas combinaciones de los
propios signos, que suplen al razonamiento de intuición y
conducen por una vía misteriosa al resultado deseado” 4*>
En el método de “regula falsi”, y en general en
los cálculos que llamamos aritméticos, las Operaciones 5<:
hacen !gbrR 1g.~ nfl2r9~ y en forma de skce~i6n de
g2~rasI9D25. Por ejemplo: se dividen dos números y sí:
obtiene un resultado que luego se suma a otro o más números
para obtener un nuevo resultado y con el que se obtiene se
hace la siguiente operación, etc.,.
4*) Avant lui (Viéte> .,. Qn nc iaisait pas d’opérations
ayee les signes mémes, et si l’on se servait do lettres, le
produit de deux quantités était représenté par une cutre
lettre. Qn congoit que Cet état restreint d’imperfection nc
constituait pee la science algébrique de nos jours, dont la
puissance réside dane ces combinaisons des signes eux—mémee,
qui suppléent au raisonnement d’intuition et conduisent par
une voix mystkrieuse au résultat désiré,
(*5) Esta forma de proceder —en sucesión de operaciones—
crea, en el alumno habituado a resolver problemas aritméti-.
cos, un concepto del signo “igual” que Se puede llamar “con
dirección”. Es decir, 10 que está a la izquierda es igual a
lo que se escribe a la derecha < .~.....> 3. que es el resulta-
do. No se conteempla el signo igual en sentido Inverso, es
decir como simbolo de equivalencia. Respecto a esto hay
numerosos estudios en didáctica. Vergnaud,19B6. ¡Cieran,
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19E0, 1981,
Sin embargo en los cálculos algebraicos las
operaciones se hacen como a un segundo nivel: son opera-
ciones con las operaciones. Por ejemplo hay que multiplicar
3 por 2+x, ésto es: un número por una suma,o sea un número
se debe multiplicar por una operación cuya clave de expre-
sión es un símbolo(+>. De este nodo en muchos momentos del
trabajo, se deben tener en cuenta, y aplicar, ncgnLu~tdn ~
In n~rrtci~nn y fl I~ dEI~;19nn establecidas, en vez de
usar solamente de las propiedades de los números.
El paso de un modo de calcular al otro sufrió
una evolución lenta. Para observarla vamos a exponer un
ejemplo del s. XVI. En el libro de PÉREZ DE MOYA, p.164—
164 bis se propone el ejercicios
‘Vas caa~cé 4. itas de ~abspar It. ducados, y coré ti ‘<ata testas teta-
do., coto nalca, y caen ter].,, dÉ,ta entra, que fi la vera cupé d” ducados,
tañido coftarLa dos reales, y otras das ttr$s, tetando a céto corté 14 ‘<MI?
Y, a continuación, la manera de resolverlot
Pm que la ura copé l.ca. de decid:; oLla rara de
realas, y otra cosa te tarjas, «ira wa ‘<se Cora de ratí, otra te tarjas, qd
parte e. de j.c,. da dorado, la cual haze pitando 34 brandis 40C vale el real,
Lo. 9. que nl. 1. tarja, y reté u, piulos fáne 375. ~uef los a*a’<ed<s tal
ducida y frA. 431575 aLo; dirás que una cara da real y una rafa de tiria e:
435375 ato. de en. rafa te ducado. C lo qnl jentaril nc coja da dorado, raisdo
(coto fe fttd en al riten articulo, é.cap.l y w,tará una y 43/373 etas de La,
lo qn!, gurdaris 5 d.fpais parte 12. ducados que tapé es las 4. varas, pv las
alfa. 4. vra;, y v~dfl al qurjeute 3. epa igualarás a la ita rafa y qnreeta y
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tres 375. chas de caja que Iterdarte. ligue la regla partiendo 3. que es la que
viese c el atoar ertrtn par vn,, y quarenta y tres 375. ab,,, que vienen can el
sayar, y vdrA. das y doizisotos y ucteeta y nueve 41a.abos, y tenta es el valor
d la coja, y repiaefta es la detania. Pelero ini,, que cada vera rojti a 2.
ducados y 229. qatirocientos y diez y ocho abos de ducados, y otros tetas reales,
y otras tantas tirjas de a 9. La pruebe es que aultipí ¡rindo 1, varas a efte
precio, hateo dote ducidas, que es lo que je qajed’.
(Como nos recuerda el autor, al resolver el problema,
las equivalencias de unidades vigentes eran:
1 ducad 375 maravedis
1 real 34 maravedís
1 tarj 9 maravedís
En nuestra nomenclatura la resolución propuesta
tendría el siguiente aspectol
43
34 + 9 43 ===> Esto es “una cosa de real
375 y una cosa de tarja”
Dice que a esto se suma “una cosa de ducado”,
por lo que queda
43
1 + — 3 x C”vno y 43/375 abos de co.’>
375
Después dice que se “parta” 12 por 4 , con lo
que se tendrá de cociente “3” e igualando Obtiene:
43
(1 cosa y — de cosa> 3 <1)
375
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Ahora dices “partiendo 3. que es lo que viene
con el menor carácter
3 289
__________ = 2 + — ducados
43 416
375
Y ésta es la respuesta obtenida: ‘2. ducados y
289.quatrocientos y diez y ocho abos de ducados, y otros
tantos reales, y otras tantas tarjas de a 9”
Se puede observar que, aunque habla de “la cosa’
la forma de resolver el problema es básicamente a través de
loe números y las fraccionas. Es en la frase que representa
la fórmula <1) cuando en verdad se plantea la ecuación,
Después dice que hay que “seguir la regla”, que es, en
nuestros términos, “despejar la incógnita”. El cálculo con
las fracciones lo da por sabido, e%presarido directamente el
resul tado.
Vamos a resolver el problema con la actual
teoria de ecuaciones:
Llamemos “x” al nfl de ducados, que es igual al
número de reales y al nQ de tarjas.
34/375 es la fracción de ducado que vale un real.
9/375 es la fracción de ducado que vale una tarja.
12/4 — 3 es el n2 de ducados pagados por cada una
de las cuatro varas.
Ecoacióni 3%
%75 37S
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Resol ucí dni
375x + 34x + 9x = 1125
416x — 1125
1125 269
x = ______ = (2 + —) nfl ducados
418 416
(igual al número de reales e igual al n~ de tarjas)
Se pueden reconocer los números empleados en la
resolución de Pérez de Moya, salvo e! 1125. Sn la resolución
actual se parte inicialmente de la ecuación y ésta se va
transformando en otras ecuaciones equivalentes. En la
resolución de Pérez de Moya, se trabajan los números, mien-
tras es posible, antes de llegar e la ecuación. Es una iorma
de resolución intermedie entre la forma aritmética, sobre
los números, y la algebraica, sobre “la cosa”.
Llama la atención la poca claridad del enunciado
del problema, dónde la palabra ducados está empleada indis-
tintamente para hablar do lo que costaría la vara si se
pagare en moneda de ducados simplemente y para expresar la
parte del precio en ducados que corresponde en el caso de
que se pague con las tres ciases distintas de moneda (duca-
dos, reales y tarjas)
Además dice que “demando cuál es el precio de la
vara”, cuando “el precio de la vara” ha empezado diciendo
que ‘es” 12. ducados para 4 vares. Deben a, por tanto,
aclarar, que quiere saber el precio expresado en los tres
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tipos de monedas.
También resulta sorprendente que se invente un
problema cuya solución realmente es imposible, pues las
fracciones resultantes ( en 412 ayos ) no existían, en
verdad, como moneda.
Un poco más adelante, en las páginas 169 bis y
170, podemos observar otro problema en el que se plantea y
resuelve una ecuación de segundo grado.
frtir. dejee III!. Cap. ‘En el cual fe paseo detafidas pra declara’
cién de la prieta ¡paladín, csqoefta de trea cantidades’.
Se trata de un ejercicio de aplicación de uno de los
modos de resolución Que ha explicado en el anterior Capitulo
XII. El autor dice que en este capítulo XIII “~e ponen
demandas para declaración ¿¿quiere significar “aclaración”?)
de todo lo que re ha tratado en los capitulos precedentes”.
El ejercicio y la resolución propuesta son 105
Siguientes:
‘bac un nieto, que jutasdale 5. y pv sin parte quItándole 2. y e:ltí—
pliraudo la ~atapv la rettI~ este fi.
Pu qee el hiera deebadado es I.ío. le juntares Sn. jera l.cn.p.S.o. Si
le quitas 2. quedará l.¿a.e.2.n. ectiplicado l.co.p.5.n. que es la ruta p
l.ca,t.2.n. qué es la refta, caes fe tarúd ea el 5, artIculo del actúa capital.
santa l.re.p.3.ca.a.lO.nA la qul igualaras e !Ia. que quifleis que viajeras,
delta tanta, I.ce.p.3.co.e. lD~a. fu. e 9I.fl. para las le... que vicien eccos es la
ini parte de la balailla (tato anda el femando tija del It tipí y quedan la
sí
ipealaciin dejte emns’a, l.re.p.3.to.lg. a lun. Sigte la reqia ps-tiendo loa 3”
íes iU. que e: lo que viese con loe acores cataduras, por 1. qn. viese con el
ce. que en cite ceipis — el ayo’, y vendrá a Loa qauodentes la si res E defpuda
teca la citad del qeociente del eediare, qn ea 3.to. y jera vos sedia, quadra
no y eeuu, y jurié dna y vn querta, jintalo con ¡U. que ea el quoclente del
eco, carácter, y eutt lID, y vn querto; Faca la r. y fn-A diez y tedio, quita
dejto la otra titad del qoaclente del ndlana, que es vos y endia, y quedarán
nueve. Eros nueve es el valar de vus cnfe. y rejpus,ta, a la detanda. Pa-que fi le
aSedes ciRro haza ¡4. y fi le quItas 2. queda. 7. LItiplirasdo >4. qores la pee.
par 1. qn ea la rejta, sonta fi caso la demanda pide.’
(Se observa que la letra “~“ se usa para escribir la “s” en
todos los casos
5 salvo cuando está al final de palabra o
cuando es mayúscula. Asil “pafa” y “raca’ son ‘pasa” Y
“saca” o “abí fo” es “aviso”. Las demás variaciones de la
escritura se aprecian con facilidad)
La resolución explicada por Pérez de Moya en forma de
álgmbra s1nc~ada puede ser “traducida’ a nuestra álgebra
sinttlica teniendo en cuenta el significado de Jos siguien—
tos tdrniinost
car~teresl son el ceA”censo” o ‘5c~”>, la
co. (“cosa” o “x”) y el n. (“número”, “No” o símbolo del
término independiente>.
y, .ediano y ~‘• caráctrf Se refiere a los
grados de los caracteres. El mayor es el de grado 2, o sea
el “ce.” El mediano es el de grado 1, es decir la “co.” y el
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menor el número, n.
+ 5> 6< — 2> 99
0+ 3>~ — 10 = 99
x
2 + 5>~ = 109
La resolución que sigue es la misma que la
júrnula que ma emplea actualmente para estas ecuaciones. La
alusión al término —10 para sumario en el segundo miembro
de la ecuación, viene e<presada por Pérez de Moya cecribien—
~o “que viene menos en un lodo da la halanga
Encontramos sqLií la interpretación de la ecuación coso
una balanza con dos platillos que son los dos miembros. Esta
cor.cepción mental de la balanza, para la enmeanza, ha mido
mmpleada recientemente, como hemos visto en cl apartado
11.2. por Vergnatd, en Francia, para ensenar las ecuaciones
a grupos de duermo considerados corno flojos para las mate—
máticas. y parece que con buenos resultados. Vemos pues la
coincidencia de imtccnes manteles en la mocioqer.ésts y en la
psiccg*flesis del concepto de ecuaciSo.
11.4. OBSTAflLES EH DíDarrIrA
Cuando hablarnos aquí de obstáculo lo hacemos en
el sentido en el que fué acunado por Bachelard para la
física, y posteriormente analizado por Brousseau ¿l99¿,a),
en relación con la Didáctica de las Matemáticas, es decir:
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El obstáculo como conocimiento anterior, que se
revela inadaptado en un momento determinado del aprendizaje.
Cuando el conocimiento se revela inadaptado ¿hay
que rechazarlo?, ¿quiere decir ¿que hay que olvidarlo? ¿Es
que la ense~anza ha sido mala en ese punto? ¿Podía haberse
evitado ese obstáculo?¿Sería conveniente haberlo evitado, en
el caso de que se hubiera podido?
Profundicemos un poco para aclarar estas pre-
guntas.
En el libro de Bachelard se estudie la noción da,
~rn~.t4s~I~epjs~~oj6~jgg, es decir obstáculo del conocimien-
to; sus tipos y características en la Pisica. Y preocupado
como está por la formación del espíritu científico, nos
habla del obstáculo g~~q~gjg~. Así en la página 18 nos
diceu”En la educación, la noción de obstáculo pedagógico es
igualmente desconocida. Me ha impresionado a menudo que los
profesores no comprenden que no se comprenda. Son poco
numerosos los que han reflexionado sobre la psicología del
error, de la ignorancia y de la irreflexión”.
Los obstáculos se manifiestan por los errores,
cuando estos no se deben al azar, sino que son persistentes
y reproductibles. Errores que afloran cuando los alumnos son
de nuevo enfrentados a Situaciones similares a aquellas en
las que se observaron por primera vez. Errores que se
producen según una “lógica” del alumno.
Generalmente SOn conocimientos válidos en cierto
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dominio y que se tratan de adaptar a otro nuevo sin analizar
sus posibilidades de éxito. Por ejemplo: Un alumno que
comienza a estudiar los polinomios debe, normalmente,
efectóar operaciones de desarrollo y producto de factores
polinomios, para buscar la reducción de términos seuejntes
y dar el polinomio resultado final en forma reducida:
(x+4><3x—21 9,34- 240— 44n + 16
El hábito de desarrollar llega a formar parte
del bagaje del alumno de forma arraigada y ni> ante la
siguiente situacion de simplificación de fraccion alge-
braica,
(x+4) (3x—2)>/(3x+12)
proceden desarrollando el numerador:
9x3+ 24x’— 44x 4- l6/Zx + 12
para realizar, después, el proceso de factorización necesario
para simplificar:
tx+4>(9x~—l2x 4- 4)/3(x4-4> = 9x2— 12x + 4/ 3
Trasplantando una técnica de cálculo, útil para
realizar el producto, a otra situación diferente como es la
de simplificación.
Aunque en este caso el “error’ cometido puede
pasar inadvertido ante la corrección del resultado, ha re-
percutido en la longitud de los cálculos, y ha aumentado, de
este modo, las posibilidades de una equivocación.
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Otro ejemplo de obstáculo es el que producen los
números naturales y decimales, concebidos como una medida,
cuando queremos introducir los enteros. Hay que concebir
entonces medidas negativas y, así, se recurre a ejemplos
como la temperatura, la longitud dirigida en un sentido o el
opuesto,etc.Si pensamos en el ejemplo del dinero en el que
interpretamos el número negativo como la pérdida de algo que
no se poseía, es decir como una deuda, tendremos que expli-
car cómo multiplicando dos deudas obtenemos un resultado
“positivo”, es decir a nuestro favor.
Así, la concepción del ndmero como medida, viene
a suponer un obstáculo a la introducción de los número,
negativos. Esta obstáculo didáctico coincide, históricamen-
te, con la tardía aceptación de los números negativos que ha
sido seEal edo en el breve apunte histórico hecho,
11.4.1. CARACTeLSTICAS DE UN O~TAflLn
Vamos a precisar lo que se consideran caracte-
rísticas principales de un obstáculo <Srousseau,1963,a).
1. Es un conocimiento adquirido, No se trata de
una falta de conocimiento sino de algo que se conoce, Posi-
tivamente. Es decir; está ahí constituyendo un conocimiento.
2. Tiene un dominio de eficacia. Hay un dominio
en el que ese conocimiento es eficaz y adecuado.
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3. Existe un dominio para el que este conocí—
siento resulta falso. Por ejemplo al ampliarse el dominio
ese conocimiento puede revelarse inadecuado o Incluso falso.
El dominio puede ampliarse por el proyecto didáctico o por
la evolución normal del conjunto de conocimientos.
4. Es resistente. Y será más resistente cuánto
mejor adquirido esté, o cuánto más haya demostrado su efi-
cacia y su potencia en el anterior dominio de validez.
iI.4.2. 5tI~1d DE LOS ODSTACLLDS
Se aceptará <Brousseau, op. cit.) que los
obstáculos pueden tener tres clases de orígenes.
1. Origen ontogenético
2. Origen epistertológico
3. origen didáctico
1. De origen ontogenético.~~ggLgj ~gk &YIIt.Q
Neusrofisiol ógicos
Estadios de desarrollo
Regulacionest acomodaciones, asimilaciones
(en el sentido piagetiano de estos términos>
2. De origen epistemológico.fr92I~ e~x spnpsl:
Conocimientos anteriores necesarios
rnfl,nvm4lded
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Grados de abstracción
3.De origen d1dáctico,~~gp~g~ ~e
Ligados a la elección del método de ense~anza
Unidos al proyecto del sistema educativo
Veámoslos ahora más detenidamente:
1. Los obstáculos ontogenéticos son objeto de
consideración y observación por parte del profesor.
El profesor es, y debe ser, conocedor de los
distintos estadios de desarrollo y de las acomodaciones y
regulaciones que produce la asimilación de los conocimientos
y usa de este conocimiento para crear las situaciones de
aprendizaje en que va a colocar al alumno (Peres, 196?,a).
La psicología puede aportar a la didáctica datos valiosos
para la consecución del objetivo común del conocimiento y
superación de los obstáculos de origen ontogenético.
2. Los obstáculos de origen Cpistemoltgito son
de aparición inevitable. Son inherentes al saber mismo. Hay
que contar con ellos para franquearlos porque forman parte
del conocimiento. Un ejemplo de trabajo de búsqueda en la
historia, de este tipo de obstáculos, es el rese~ado, ante-
riormente, de Glaeser respecto a la regla de los signos.
3. Los obstáculos de origen didáctico son los
que vamos a detenernos a estudiar en el caso de las inocua—
e iones.
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11.4.3.. ¿~VITAR LA flICIóN DE O~T5flhtOS DÉ I~I~4
DIDICTXmi
Aunque en algún caso pudieran haberse evitado,
— porque los errores en la ense~anza de las matemáticas
e.4isten, corso en cualquier otra ciencia humana; y tratar de
evitarlos es no sólo licito sino eticaa,ente deseable— no nos
referiremos ahora a este punto, pues la aparición de estos
obstáculos que estamos tratando puede, en ocasiones, Ser
inevitable.
No se trata pues aquí de que la ense#anza haya
sido incorrecta. Nos interesan las inadaptaciones constitui-
des por el método de enseKanza, haya sido éste correcto d
no. Los conocimientos pueden haber sido adquiridos incorrec-
tamente
5 o ser correctos y útiles hasta un determinado
momento. Lo importante para la enseganza es que una revisión
es necesaria ante un nuevo campo de aplicación, ó ante un
cambio de las condiciones didácticas a que está sometido el
al umnO.
Son los conocimientos adquiridos por el alumno,
que responden a una “lógica personal” y que en este momento
producen errores, íes que nos interesa revelar. Se trata de
superar ese obstáculo —franquearlo—> no como algo que no
debiera haber aparecido, sino como algo cuya aparición es
importante, ya que su superación nos va a permitir la adqui-
sición de un nuevo y mejor conocimiento, be nuevo nos apoya-
oros en Bachelard para poder decir que es en la superación de
BY
ese obstáculo dónde vamos a conseguir el conocimiento nuevo,
Tomaremos pues como punto de partida la er<isten—
cia de esa obstáculo cuando se empieza a manifestar por
algunos errores.
XI • 4.4.. EI2JAC!SO OIt OESTAtttfl A LAS IrmJACIGES.
Domo una aplicación de lo que estamos diciendo a
nuestro propósito particular de estudio de las dificultades
con las inecuqaciones, vamos a observar la influencia del
aprendizaje de las ecuaciones en el de las inecuaciones.
En las inecuaciones, en particular, se ha
observado una adquisición de conocimientos inadecuada. Éstas
están formadas por desigualdades, que presentan unas carac-
terísticas de simbolización completamente distintas de las
igualdades, que forman parte de las ecuaciones. Sin embargo,
en los programas de ense~anza, se introducen inmediatamente
después de las ecuaciones. Incluso los modos de introducción
favorecen que los alumnos las reciben como “ecuaciones de—
formadas” arrastrando, para su comprensión, todos los con-
ceptos adquiridos en el aprendizaje de las ecuaciones y
adaptándolos de una manera fortada. Eso crea muchos probl~e—
mas de comprensión.
Vamos a ver si las ecuaciones producen obstáculo
al aprendizaje de las inecuaciones.
Recordemos una característica de las nociones
que producen obstáculo:
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“Si ella <la noción) tiene buen éxito durante
bastante tiempo, entonces toma un valor, una consistencia,
una significación, un desarrollo que hacen mas y más difícil
su modificación, o su rechazo: ella viene a ser a la vez,
para las adquisiciones ulteriores, un obstáculo y también un
punto de apoyo” 1 6. Brousseau, 1923)
¿Es este tipo de apoyo, pero también de obs-
ticulo, el que forman las ecuaciones <rente a las inecua—
ciones?
La ecuación de segundo grado y su algoritmo de
resolución son bien conocidos de los alumnos y han servido,
mucho antes de trabajar con las desigualdades, para resolver
multitud de ejercicios y también muchos problemas ‘de le-
tra”. En ambas cosas han demostrado su eficacia y Su preci-
sión. Todo alumno que ha trabajado con ecuaciones sabe que
la fórmula “no falla”! que todo consiste en saber aplicarla
para tener el ‘buen’ resultado. Realmente es un poderoso
instrumento de cálculo. de modo que como decíamos más arri-
ba, cobra una consistencia que va a formar un obstáculo para
el estudio de las inecuaciones.
Las siguientes observaciones han sido extraídas
de un cuestionario realizado para el estudio de dificultades
con las inecuaciones. El estudio completo del cuestionario
figura en el capítulo 62.
Podemos ver, en la observación de las respuestas
de los alumnos al cuestionario, los fenómenos siguientes’
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1. Para resolver la inecuación
20—5,t + 2 ~ O
un considerable porcentaje de alumnos aplico el algoritmo de
resolución de la ecuación
2<’— 5x + 2 = O
pero substituyendo el signo () por el signo (>1. Incluso
presentan las soluciones de forma análoga a las de las
ecuaciones:
,< =. 2 ; x 1, 1/2
Un ejemplo es el tiguiente
‘VII 2x~-$~t¿~C -
~z3 2’~’¼
El pensamiento del alumno parece haber seguido
el siguiente razonamiento:
Si en las ecnariones había una igualdad y las
snluciones se daban en fa-ma de igualdad (x2 ; x=l/2) pues
ahora que hay una desigual dad las sol urá ales se darán con el
signo correspondiente y en el euiseo sentido de la inecuarión
pl anteada.
Realizan así una transposición total de la téc—
nica adquirida con el cálculo de ecuaciones y de las no—
cionesl ecuación de segundo grado” y “soluciones de una
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ecuación de segundo grado) y aplican esta técnica de reso-
lución y estas nociones al caso de las inecuationte. Sin
analizar si en este nuevo campo siguen siendo válidas o no.
2.También encontramos en los alumnos, fuerte-
mente arraigado, el hábito de terminar la resolución en
cuanto han obtenido las soluciones de la ecuación de segundo
grado. Haber llegado a obtener uno o dos números es el “fin
natural de todo ejercicio”.
Se puede observar en el ejercicio de Marta <15
affos) y la entrevista siguiente. (Pr es el profesor). El
ejercicio es el nP 5 (SEE>’
“Resuelve la inecuaciónl 2x’— 5x + 2 Z O
La resolución de Marta figura a continuación.
k) .e0.s.~4.~ÁO
(‘~
- +Dt+e5-4t¿ - ~ V’W”i7 5:VYW
¿4 4
4 4
¿4
•‘~7~ 4 ‘~
Sobre la resolución, se hizo la siguiente
entrevi Stal
Pr. ¿Cuál es la respuesta?
Marta. x = 2 y x = 1/2
Pr. ¿Estás segura?
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Marta. Si, porque ya no se puede hacer nada más.
Ya he terminado de resolver la ecuación,
Pr. Sin embargo, un poco más arriba sí que has
hecho algo más: has escrito <x—2) (x—l/2).
riarta. Eso es porque en las inecuaciones se pone
así.
Pr. ¿No sabes por qué?
Marta. Las soluciones se ponen así porque son
inecuac iones,
Para la alumna no hacen falta muchas razones espe-
ciales. Considera, de una manera “natural”,que el problema
ha finalizado, Simplemente dice.’” Ya he terminado” Es la
consecuencia del aprendizaje anterior. Ha sido en muchos
casos el cálculo sin objetivo o con el Único objetivo de
encontrar la solución o las soluciones que proporcionan las
ecuaciones. La alumna acepta que el Cálculo con ecuaciones
se hace para obtener E508 NÚMEROS. No ha tenido que respon-
der a situaciones que vayan más allá.
Ahora en las inecuaciones, la resolución de la
ecuación correspondiente no es un fin en s~ misma. Puede
tener como objetivo, o bien la factorización del polinomi.o
dado
2(x—2> (x—1/2>
para estudiar el signo del producto a través del de l¡,s
factores, o bien la localización de los puntos de corte con
el eje de abscisas, para la representación de la parábola
correspondiente a la función polinómica dada en el primar
94
miembro de la inecuación; pero, en cualquiera de los dos
casos, el objetivo final no es encontrar las soluciones de
la ecuación sino usar esas soluciones para encontrar los
intervalos solución de la inecuación.
3. Se identifica la instrucción “resolver” con
una erpresión que comporte el signo ~> y eventualmente <0)
Dom el ejercicio 7.c del cuestionario se intenta
investigar esta Identificación, concretamente con las pre-
guntas: ¿Sabes qué quiere decir “resolver una iriecuación”’?.
¿Sabes “resolverla”?, Si respondes afirmativamente: Resuél—
ve 1 a.
De los 36 alumnos de 19 de BlP que realizan el
cuestionario, 4 alumnos, es decir un 117., escriben que Sí
saben lo que quiere decir “resolver”, que Si SABEN resol-
verla y a continuación escriben
(5—2x)/3 e O
y calculan el valor x 5/2.
La palabra “resolver” ha quedado ligada a la
palabra “ecuación” para estos alumnos. Esto también se
aprecia en los ejercicios con inecuaciones de segundo grado,
(los números 3,4 y 5 del cuestionario sobre desigualdades),
en los que muchos alumnos (concretamente cl 35 Xl terminan
la resol ucí 6,1 al encontrar las soluciones de la ecuací On
correspondiente.
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¡1.4.5. ¿SP~IóN KW OES’TAW.O5’?.....
La superación de estos obstáculos, presentados
por las ecuaciones, puede venir por la comprensión de este
U~O de las mismas para conseguir otros objetivos diferentes
del mero cálculo de las soluciones.
Si el alumno comprende que las ecuaciones s~
usan en la resolución de las inecuaciones, está comprendien-
do que son objetos matemáticos diferentes. ¿O sería mejor
decir b r~m4~n1a~ matemáticos diferentes (flouadv, 1fl4)?
Esta comprensión además iniciará al alumno en la
posibilidad constante en Matemáticas de emplear, en nuevos
desafíos, los conocimientos adquiridos. Las mismas inecua-
ciones, cuya resolución en este momento puede parecer al
alumno el “fin Último del ejercicio”, quedarán así abiertas
a otras utilizaciones posteriores, como pueden ser los cál-
culos de dominios de funciones irracionales o logarítmicas.
11.4.6. OTRAS DIFICILTADES PARA LA C(YIPRENSIÓN DE LAS
DES YSLflJIABES
1. El número cero, ~5b ~cL~”, constituye una
dificultad para el concepto de desigualdad, por el diferente
sentido que origina —hacia la izquierda los negativos y
hacia la derecha los positivos.
Los alumnos se acostumbran a dibujar la recta
real situando, primero, el cero como origen y dibujando des-
pués las unidades positivas: +1. +2. etc,.. ,para los números
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naturales, hacia la derecha y, (llamamos la atención sobre
la secuencia seguida habitualmente), DESPUÉS las negativast
—1, —2, etc... ,para los enteros negativos b~aA It ii~t.
Esto “imprime” un doble sentido que surge del
cero hacia la derecha y del cero hacia la izquierda, tenien-
do el cero como origen de ambos! -
<— o ~>
rectareal
Considerando que el sentido creciente de la
representación es Onico, de la izquierda hacia la derecha,
resulta que los números negativos los estamos escribiendo —
si se nos permite decirlo así— ej fl3yfl. Es decir,de mayor a
menor, mientras que los naturales, por ser positivos, 55
dibujan de menor a mayor, o sea, en sentido creciente
“natural”, de izquierda a derecha,
Este doble sentido queda “impreso” en la recta y
se transmite a todos los números que se emplazan en ella, es
decir, a los números reales, problematizando el uso de la
representación gráfica, sobre la recta real, para todas las
cuestiones en las que interviene el Orden.
En el trabajo de Glaeser, cuya referencia hemos
hecho en el apartado 11.2, se encuentra, en la lista provi—
sional de obstáculos, “La dificultad de unificar la recta
numérica”, una de cuyas maneras de manifestarse es la des-
cripción de la recta tomo una yuxtaposición de dos semirrec—
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tas opuestas, que llevan símbolos heterogéneos. De modo que
esta dificultad encontrada entre los alumnos, viene a ser el
reflejo actual de otra encontrada en la historia.
Es interesante observar que estas dificultades
no se presentan sobre el eje OY, en el caso de la represen—
tación en los ejes coordenados. Es decir, el alumno no parece
tener ninguna dificultad, o al menos no es patente en este
caso> para situar los nÚmeros negativos. Si pedimos a
los alumnos realizar un ejercicio como el siguiente:
“Dibujar el punto <0, —3>7) en el plano coordenado”
es prácticamente seguro que la situación del valor —3’7 se
hará correctamente entre —3 y —4 en el eje OY.
Esta diferencia no la he analizado todavía desde
un punto de vista didáctico y e<perimental. SC trata por
tanto de una simple observación que merece ser estudiada más
a fondo.
Sin embargo quiero dejar constancia de otra
observación respecto a la forma de “dibujar la recta real .r~
Hay algunos alumnos que tienen pocas dificultades, a la hora
de reconocer las desigualdades directas, entre números nega-
tivos. Por ejemplo:
—3,076 < —3,075
y ésto coincide, Vn algunos casos> con los que sitúan los
números enteros sobre la recta real, siguiendo la secuencia
siguiente:
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+1 a la derecha a una unidad de distancia
—l a la izquierda a una unidad de distancia
+2 a la derecha a dos unidades
—2 a la izquierda “ .. 5
y así sucesivamente.
Reflexionando sobre este hecho, pienso que quizá
estos alumnos> al situar los puntos alternativamente a un
lado y otro del origen no sufran tan fuertemente la influen-
cia del doble sentido desde el origen, mientras que los
otros están realmente reforzando esta dificultad cada vez
que dibujan la recta real.
2. Una segunda dificultad es lo que llamaremos LA
DOBLE INFORMACIóN.
En la escritura de los números negativos se da
una “doble información” al lector, la “Información designa-
tiva” y la información “ostensiva” (Pascal).
La información designativa es la que realmente
se pretende dar. Por ejemplo en el caso de escribir
—5 < —3
indicamos que el número —5 es menor que el número —3 ,que es
lo que se pretende al escribir la expresión; pero existe, de
forea implícita lo que llamamos:
La información ostensiva. Esta es la que mues-
tran los números negativos en razón de su valor absoluto:
Los números negativos más peque~os tienen el valor absoluto
más grande y, así, la información ostensiva que aporta la
relación es que “5” es mayor que “3”. Esta información no es
la que se quiere dar> evidentemente, pero está implícita-
mente contenida, porque es “mostrada” al lector que debe
separarla de la información conveniente, y evitar la contra-
dicción que supone con la Información designativa.

1. DE LAS LETR~ Y Si Sl~4XFICACIóN
.
En Matemáticas, las letras pueden representar
muy diversos objetos concretos y abstractos:
Magnitudes — Longitudes, Volúmenes,
Puntos — Vértices, Extremos de segmentos,
Números — Naturales, Enteros, Racionales,
Otros objetos matemáticos — Polinomios,
Conjuntos, Punciones,..
Son elegidas convencionalmente, por tanto son
símbolos en el sentido linguistico del término pero no el
sentido piagetiano pues no son ~4a IiAaot&s que presenten
una relación de parecido con el ~ según vemos an
el capítulo ¿~49D9~ 9 ~iA’~9I952’
En concreto, por ejemplo, en álgebra, las letras
x, y, z,..., empleadas para representar las incógnitas, no
presentan parecido alguno con los objetos matemáticis
representados por ellas. Incluso, es más no podrían
presentarlo pues, cada una de ellas, puede Servir, y de
hecho sirve, para representar objetos matemáticos muy dif e—
rentes según el contexto en el que se encuentre empleada,
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1- 1. DIF~dTES liSOS E IMTE~TACX WES DE LAS LETRAS
Vemos que el uso que se hace de las letras, en
Matemáticas y en especial en álgebra es muy variado. Desde
un punto de vista didáctico podemos atenernos a diferentes
criterios para su estudio.
1. Según los distintos usos que
aparición y a lo largo de la historia.
2. SegÚn los distintos usos para
clase, o en los textos escolares.
3. SegÚn las concepciones que
alumnos,
han tenido desde su
los que Se emplean en
tienen de ellas los
En el uso actual de las letras, empleamos éstas
con status muy diferentes: Parámetros “conocidos”, paráme-
tros incógnita, incógnitas algebraicas, incógnitas geométri-
cas, variables> etc...
Analizaremos estos distintos usos tratando de
especificar las dificultades de enseganza y aprendizaje que
presentan.
I~2. PPRá~T~ E ItCtWdITAS.
Una de las primeras y más importantes diferen-
ciaciones que aparecen en el uso de las letras, en álgebra,
es la de parámetro e incógnita.
Estas dos formas de empleo habitual, conducen a
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dos conceptos que empezaron a diferenciarse ya claramente
con Vifle <Boyer p .397>. quién contribuyó de este modo, de
Lorca importante, al avance en la simbolización, proponiendo
un método para distinguir las magnitudes que se suponen
conocidas de las magnitudes desconocidas o incógnitas que se
deben calcularl utilizar letras CONSONANTES para representar
magnitudes o números que se suponen conocidos, o que se
pueden conocer en cada caso, y letras VOCALES para las
cantidades desconocidas o indeterminadas.
Con ésto se daba un importante paso en el camino
hacia la generalización de los procesos algebraicos, pues
miontras sc había estado trabajando con coeficientes numéri-
cos concretos, el proceso de encontrar la incógnita era
~ien.pre .splicado a cada caso particular’.
con esta singularidad ~ multiplicaban los
esLusrzcs a la hora de resolvor cualquier problema. Era
i<roortante. pues, buscar Lina generalización. Pero pronto se
percibió que el uso de las lotras para represerLtar coefi-
cientes cualesquiera producía m~s confusión que clarifica-
ción en el proceso. Mientras la diferenciación entre las
letras utilizadas no fuera real no se conseguiría verdadera-
mente la generalización buscada.
Esta diferenciación es la que logró Vióte propo-
niendo una formalización que distinguía ambos conceptos.
Sin embargo esta formalización no llegó a tomar
fuerza entre los matemÁticos de la época. Hubo que esperar
hasta ~escartss que Fié el que logró imponer una iorsali,a—
ción diferenciadora que, por otra parte, es la que ha llega-
do hasta nuestros días.
En la enseKanza, sin embargo, no está tan clara-
mente constituida esta diferencia, como vamos a ver a
cOntinuaci ón.
En los libros de texto veremos cómo van apare-
ciendo las letras sin que claramente se distingan los usos
diferentes que de ellas se van haciendo.
1.. 3. tED lE LA LETRA PfltM’ETIm.
Duiero referirme aquí a las circunstancias
matemáticas en Que se emplea una letra para representar una
cantidad constante.
En la actualidad, las letras que se emplean Son
las primeras del alfabeto: a,b,c,... y las intermedias:
k,m,p,q,r,... como puede verse en el siguiente e,tracto de
textos en uso actualmentet
Texto (Editorial)
Alhambra
Amaya
Santí llana
5. ¡1.
Tarrida y Prats
Vicens—Vives
Letras empleadas
1<
o, b y c
m, a y b
e, a y b
m, n, q, R, a, b y c
o, p y a
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El diccionario enciclopédico Sopena define el
parámetro en Algebra como la “cantidad sujeta a determinarse
satisfaciendo ciertos valores condicionales” y el parámetro
en Geometr~a como la “cantidad constante que entra en la
ecuación de algunas curvas
La enciclopedia Larousse nos da como definición
de parámetro en Matemáticas’ “Valor que se presenta como una
constante en una expresión o ecuación, pero que puede ser
fijado a voluntad. ‘El parámetro de una parábola es el
coeficiente “2p” de la ecuación de la parábola y’= 2px’.
En los libros de Matemáticas empleamos la noción
de constante y la noción de parámetro sin que se haya hecho
una definición de ellas o una introducción especial.
Solamente en el texto de 19 BLP de Editorial Anaya, 1967 he
encontrado una introducción del término “parámetro” en el
tema de ‘Polinomios y funciones algebraicas”:
Las .,pr.uicams del tipo ita (ita!) 1 axZtxtc 1 flr. me cossidaran
psi inoaiom en una indeteai,adai la ,. tas demás laras, a, b, c, representan
ccstmntes sin especificar y se Itas,. ‘parámetros’
En esta explicación aparecen las letras “a”, “b”
y “c”, como contrapuestas a la “x” que aquí, por tratarse
de polinomios, se denomina “indeterminada’.
Nosotros vamos a hacer una especificación sobre
el parámetro. Consideramos que es muy importante la función
1 Ci¿
que desempe~a éste a la hora de considerarlo y asl haremos
la siguiente división:
Un parámetro puede ser “parámetro constante’,
“parámetro incógnita” o “parámetro variable”
— El “parámetro conetante” es aquél cuyo valor
me supone determinado, o que se puede determinar, mediante
condiciones ajenas al problema en el que se está utilizando.
Por ejemplo, en Pisica y, por tanto, en
Matemática Aplicada, la fórmula que expresa la energia pro-
ducida cor un molino de viento nos dice que esa energ¿a es
proporcional al “cubo” de la velocidad de éste:
E k-v5
El parárretro “1:”, es la constante de propor—
cicnalidad, y su valor es distinto según las unidades
erroleacf.as en la fórmula. Este valor es “conocido” en cada
caso. La enerqia “E” producida os función de la velocidad
“y” del viento a través del parámetro conocido que es la
ccnstanta “Y.
En las fórmulas geométricas de áreas y volú-
menes, éstos son funcionas de algunas magnitudes lineales.
Psi en una fórmula semejante a la que acabamos de ver, como
es el caso del área del cIrculo!
A = IT r’
La constante de proporcionalidad es el número ,. El radio
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“r” representa un valor constante: el correspondiente al
círculo particular del ejercicio que estemos resolviendo.
Así la fórmula generaliza los casos particulares.
Pero el parámetro puede convertirse en parámetro
incógnita si conocemos el área “A” del circulo y debemos
usar la fórmula para calcular el radio “r” correspondiente.
De modo que en una misma fórmula puede una letra <en este
caso la “r”) tener un status de parámetro conocido o de
parámetro incógnita de acuerdo con el uso que en cada momen-
to podemos hacer de ella.
— Veamos también e] parámetro variable. Si
tenemos la eeu.cidnz
(x—a)’+ <yb)’ r’
las letras “a”,”b” y “r” Son parámetros cuya variación (la
de cada uno individualmente) nos dará las ecuaciones de Las
distintas circunferencias que pueden ser expresadas mediante
ese tipo de ecuación. La variación de “r”, dejando invaria-
bIes “a” y “b”, daría una familia de circunferencias con-
céntricas con centro en el punto <a,b). La variación de “a”
nos daría una familia de circunferencias del mismo radio
“r” y centro en la recta horizontal representada por la
expresión “y=b”. En estos casos el parámetro ha pasado a
tener un status de variable y le llamaremos “parámetro
variable”.
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1.3.1. Mistdrica.ente.
Veamos algunos momentos del uso de las letras en
la l-listorla de las Matemáticas.
En los Eleentos de Euclides, los números
vienen representados por segmentos rectilíneos, y éstos a su
vez por letras.
eienza usando las letras mayÚsculas para re-
presentar punto5 y~ así, los segmentos vienen representados
por dos Letras que son sus extremos. En el libro l.apartado
IV. Proposiciones (Vera, 1970, p.705) encontramos, con el
nÚmero “1”> la siguiente’
‘1. ‘Constn-sit un trilalulo equillier, sutre un s~uesto d,to’ (U sol, 22 sos
aclara qu. en los ‘Eleantas’ se dice recta ¡ial tada)
Sea Al al seg.rto dado. Haciendo cetro en Ay en E, descrabanse los
cirtnlOs IB» y fil, y desde al punta 6 eh que se cortan trirense hasta los peto. fi
y! los sajaeMos SA y U. (Es It noto 23 unos n$ica qn Euclides nt,ibs fi,!
y rfl,rI¡ pero qn, puesta que la cosa equivale tajélin al ¡tpo de Boa., el
traductor esplearé la c~,lativa ‘y’ cuando se trate de distintos eleuentoal’
Vemos como las letras A, E y
G representan los puntos respecti-
vos, pero las letras D y E, no
queda claro si, a su vez, represen-
tan otros puntos de las circunfe-
rencias o Son letras de referencia
de las propias circunferencias. En cualquier caso se aprecla
que estas letras representan objetos geométricos para su
generalización.
Más adelante, en la pág. 791, libro Y. Apartado II.
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Proposiciones, encontramos algunos segmentos representados
por dos letras y otros por una sola letra. Así tenemos en la
demostración de la proposición “2”!
‘2.
ti fil isla prinara sagnitud efiltiple de la se;smda Bel sisas atairo de
veces quela tercera DE loes de la cuarta Y y la
Correspondiendo a la figura!
A E 1-1
2
—I
D E T
1—1 1—1
7
Y todavía .ás adelante, encontramos a las mismas
letras mayúsculas representando números.
Así nos encontramos, en el libro VII, proposi-
ciones como la nÚmero 13!
‘El cuatro ttaros s~ properciosales, tuñífin lo sos altersando.
Si fi es a U cO.o 5 a 1, eS fi el citan idítiplo, parte alicuota o fraccién de E
Co.. E de lq, por consiguiente, la part, o partes de A so fi son las ciscas que las
del esO; luego fi esal c”o Sal, l.q.q.d,’
fFrar,ti sca Vera, lDlD,pp.92!’5123
Las letras representan aqui a los números pero
cada letra representa un sólo número y cumplen una función
generalizaera de la propiedad expuesta.
Al—KhoL4ariZuli en su Algetra también utiliza
figuras con letras, como se ve en la resolución de algunos
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problemas. <Tomado de Boyer, 19E6. p. 500) Por ejemplo para
demostrar geométricamente que es correcta la solución “x3”
encontrada para la ecuación:
x?~ mx = 39
traza un cuadrado ar con el que representa a
E
Sobre cada uno de los lados del
construye un rectángulo de 2 unidades y media de
los que llamas c,d,e y f.
La suma de la superficie de estos
representa por tantot
cuadrado
ancho, a
rectángulos
2Lfx + 25<x • 21(x + 2’fx lDx
Después construye el cuadrado que contiene a
estos cuatro rectángulos. Cada uno de los cuatro cuadraditos
que forman las esquinas del cuadrado mayor tienen por áreas
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Y la suma de estas áreas es por tanto 25 unidades.
El área total del cuadrado mayor es
39 + 25 64 unidades
De lo cual se deduce que el lado del cuadrado
mayor mide 8 unidades. Restando de este número dos veces 2fl
unidades obtenemos
8 — 5 = 3 unidades
que es el lado del cuadrado peque~O, es decir: la incógnita.
La demostración es ingeniosa y nos da idea de la
forma en que 41—Khowarizml combinaba sus conocimientos ant—
móticos y geométricos, pero la utilización de las letras no
tiene nada que ver con el uso que hemos visto en Euclides
ni con el uso actual.
Las letras. en este caso minúsculas, sirven para
representar al cuadrado —que se nombra “ab”— y a los rectán-
gulos creados .‘“c”,”d”, “e” y “f”. Se trata de “nombres”
elegidos para designar objetos geométricos a fin de abreviar
la escritura de la demostración.
También en 41—lchowarizmi encontramos que los
coeficientes de las ecuaciones que aparecen son números
concretos y están representados por los correspondientes
numerales o por palabras. De forma implícita se ve que los
resultados algebraicos son generales, pero no hay una form.a
explícita de expresar esto. No aparecen aquí las letras como
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generalizadoras de propiedades algebraicas ni geométricas.
Jordano Nemorario (s.X!II) en Su “Arithmet,ca
empieza a emplear letras para representar los números, en
lugar de los numerales correspondientes, y así se encuentran
formulados verdaderos teoremas algebraicos generales.
Sin embargo, tanto en esta obra como en otra del
mismo autor: “De numeris datis”, se observan en la escritura
ciertas irregularidades, como la expresión de un número a
veces con dos o tres letras y otras veces con una sola, que
recuerdan la escritura de los segmentos rectilíneos que hace
Euclides, como hemos visto más arriba, aunque aquí son
letras minúsculas.
En el uso que hace de las letras está sugiriendo
el concepto de ‘parámetro;’pero esta idea no llega a cobrar
fuerza entre sus sucesores.
Un ejemplo de Jordano para uso de las letras en
las expresiones generalizadoras de propiedades numéricas se
encuentra en Boyer (1986, p. 332). Se trata de demostrar la
posibilidad de determinar dos números conociendo su producto
y su suma. En el ejemplo se habla de “dividir” un número
dado en dos partes, de las que se conoce además su producto.
‘ha ab~ el ,teero dado y dividasale en das partes dy ~, y su tel producta
dado de las partes á y ~. ha 1 el cloat’ads de &j¡ y sea t ilsal a cuetra veces 4,
y sas ~ el sesoltado de restas tSe í. Entonces i es el roadrad, de la difretodie
ti t. Se. O~ 1. ritz cssdr,d, te ¡1 astas. l~. si 55 diOsriscis entre Éí
5, y cono ¡ es conocida, c y ab están daterainadas’
La regla de Jordano demuestra que esos dos
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números están determinados. Desputs, a modo do aplicación,
resuelve un caso concreto en Cl que Cl número es X (los
números están escritos en numerales romanos) y el producto
XXI flegando a determinar que esas partes son Hl y VII.
En Bombeill (1526—1S72), <manuscrito del libro
IV publicado por Ettore Bortolotti en 1923, cuyo ejemplar de
la Biblioteca universitaria de París es citado por Paradís,
Miralles y Maiet,1929) se encuentra alguna expresión con
parámetros como
<4 4sx3 = 21
por lo que observamos que Sombellí había llegado a estadoo
más avanzados del simbolismo algebraico que lo que revela en
sus tres primeros libros.
Sin embargo, este manuscrito no llegó a ser
publicado en vida de Bombelli y. no sabemos si éste hubiera
mantenido esa misma escritura para su edición o si me trata-
ba de una forma de expresión para su uso particular.
1.3.2. En los textos.
En la actualidad y en general para el uso como
parámetros se emplean las letras iniciales del alfabeto: a,
b, c....y algunas de las intermedias: k, m, p, q,. .. Reser-
vando para incógnitas las letras finales, la x, la y, la
En general, en los textos de Bachillerato no
hemos encontrado que se haga introducción del parámetro cono
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tal, o de las constantes, explicando su significado.
Solamente en la editorial Anaya podemos ver
alguna alusión al respecto en sus textos de 12 de SUP. En el
texto del aKo 1975, en los ejercicios correspondientes a
“Sistemas de ecuaciones” pág. 280 encontramos:
En este ejettltili la letra ‘a representa e hUsero real. La
slncita ial sietes. depeede del valor de ‘a’, La letra ‘a’ se llama paué*tr,
a*hy’l
¡‘y..
A continuación resuelve el sistema estudiando la
soluciones que se obtienen en los distintos casos que se
presentan según se cumpla:
1 •a40 ó l+a0
Después plantea seis ejercicios similares a Éste
con el enunciado!
‘Resolver y discstír sqdm .1 valor dil parisetro’
~n este caso el empleo de la palabra parámetro
corresponde a lo Que he llamado “parámetro variable”. En el
resto del texto no se vuelve a presentar el término.
En el tema de “Punciones polinómicas” cuando
introduce la escritura!
f¿x) = a0x” + a..—,x~—’ + ... +a•fl + a
llama a los a.., a,,—., ..‘ •a’, a,, coeficienteS de la función
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polinómica pero no alude para nada al término parámetro.
En el texto de 12 de BUP de la misma editorial
pero del a~o 1987, en el tema “Polinomios y funciones alge-
braicas”, encontramos la noción de parámetro más amplia,
referida en general a las constantes que aparecen como
coeficientes de un polinomio*
‘Las e:presione. del tipo “a 1 Ix 4a>’; nl + bx • cl etc., se consideran polleo—
ales en ma ledeteraisada, la u. Las den, letra., ¡~ h~ ~ representan constantes
sie especificar y se llenan parásetros’t
Sin embargo, hay que advertir que, en la misma
página 108, se dice tamtién’
Los polinuies en urna i udeteraisada, :~ son sepresiones de la
frs.!
aJ,a...,r”” •,.. •*j•#.i+a.
dde ~, Se—la .., , a,, a,, a., 5 nísatos reales, ll.aados ‘coeficientes’, ‘x’
es la variable o ir,jet«.t,,ada y ‘n’ es un oliera natesí.
Vemos, pues, que la definición de parámetro no está verdade-
ramente explicitada, con independencia del término coefi-
ciente. Parece desprenderse de lo anterior qu~ cuando
tratemos la expresión algebraica como polinomio habrá que
decir que estamos tratando con coeficientes y cuando consi-
deremos la expresión algebraica “a secas” estaremos tratando
con “parámetros”.
En el aula, las letras, en sustitución de los
números, aparecen inicialmente para expresar!
U Las propiedades de las q>raciies, por
ejemplo la propiedad conmutativa de la Luma
‘It
a+b =b +a
u> Las ffirflas de áreas, después las de
volúmenes, y en algunos textos otras fórmulas.
Ate ~<a.b
En el libro de matemáticas dc 12 de BLP de Ed.
Ecl. podemos ver rese%ad.s
‘4trsola de fislcs y Usteuátlcn Con. ~ itt qun ¿a la
velocidad endia de un addIs Y • J.C que es la ley de te para el voltaje de una
cerieste eltctrla; 1 • 2v que es la ton~itsd de usa circn4restial U • pa
que es Ja superfIcie de un pollgumo regular’.
A~ad±endoa continuación:
‘Todas estas ftraulas su etuaciornes con tantas ineigeitas coas letras
variables aparezca. ea ellas.
<Ojo! •, asoqie es urna letra, su es gua variable. Ti ya sabes que representa
su alaero uy especial’ st 3’141’
Encontramos aquí, en el marco de las ecuaciones,
ligada la idea de letra a la de incágnita.
iii> Los elesentos de uso ccrjunto t
C = < a,b,c,d >
iv> Los coeficientes de ,ana ectlaci én
ax +bD
ax’ + bx + c = O
En todas estas ocasiones las letras! a, be c,...
representan magnitudes o elementos fijos que se suponen
conocidos, o conocibles, para cada caso particular, para
cada ejercicio, problema O Situación en 105 que se empleen
las expresiones en que aparecen. Es el uso del parámetro
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constante. Es la letra usada para escribir expresiones
generales o fórmulas generalizadoras de propiedades. En
estos casos, vemos que, casi exclusivamente, se emplean las
primeras letras del abecedario.
Para el caso de los parámetros incógnita existe
mayor variedad de letras: Se encuentran las letras inter-
medias del abecedario como: k,m,p,.... Por ejemplo en textos
de 12 de BLP tenemos:
‘421.— Deteraisa ‘t’ en la ecuación 4:!~ 5: +25 —7.0, para qn. tenga una
raíz dable’
(U. fllbaahrs, ISIS, p.l!23
‘4. 4.— ta de las solecioces de h~— 9n • e • O es el dable de la otra.
Halla añas soluciones y el val e’ de ‘s’’~
SEd. Vicens—Vives, 1991, p. 1041
En otras ocasiones se emplean las primeras del
abecedario, como la “a” o la “b” en los ejemplos siguientes:
‘25.19, leteralna es valor que ha de tenar ‘a’ para que el cUelo del cociente
a~i
— sea ¡2. Calc,la, despuCs, dicho cociente,’
2+1
SEd. Edelvin,, 1975, p. 2911
‘25.11. Deterslna ‘Y es la ecuación ¡0+ 5: • II • O, sbiendo que una raíz eS
toidraple que la otra’
lId. Edelvives, ¡975, fi. 2905
1.3.3. En las ca’ocepciaies de los alu~os.
¿Qué problemas de interpretación presenta este
uso de las letras a los alumnos? ¿Usan éstos de las letras
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correctamente, en cada ejercicio, comprendiendo lo que ellas
repremer,tan? ¿Saben los alumnos utilizar las operaciones
algebraicas con las letras adecuadamente? ¿Llegan a compren-
der, por ojemplo, la diferencia que comporta la idea de
parámetro con respecto a la idea de incógnita O la idea de
variable?
Para buscar la respuesta a estos interrogantes
hemos realizado un cuestionario sobre el uso de las letras
cuyo análisis detallado está recogido más adelante y en el
que se analizan distintas interpretaciones que los alumnOs
hacen de las letras. Se buscan las concepciones espontáneas
que los alumnos pueden tener acerca de las letras.
Esto cuestionario ha sido pasado a los alumnos
durante ei curso 1999—90. Lo han realizado alumnos de 79 de
EnseXanza General Fisica (SSS> de Qn EGO. de 12 de Reforma
<REMI y de 12 dc Sechillereto Unificado Polivalente (9UP>.
Los t~c.u 1 Lados ubtonbdos nan 5100 conilrlt¿005 Y
completados con la realización de entrevistas individuales
llevadas a cabo después de pasar el Cuestionario. •~ través
de ellas se han obtenido datos sobre las estrategias,
empleadas por los alumnos, para resolver las cuestiones
planteadas.
fllgunas interpretaciones observadas son las
Si gui entes
Se aprecian interpretociones que coinciden Con
algunas de una investigación del CSME (Concepts in Seconda—
ry Mathematics and Science’) hecha en Inglaterra.
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1.3,3.1. La letra como objeto
Esta interpretación corresponde a las ocasiones
en que el alumno “lee” la letra pensando que simboliza un
objeto determinado.
— Puede ser en una expresión algebraica:
Sm + 6p 4 2m
en la que las letras se tomen como representantes de objetos
cuyas iniciales son (m) manzanas y <p) peras por ejemplo.
Con esta interpretación se trata de sumar
5 manzanas • 6 peras + 2 sanzanas
— Incluso puede pensar “simplemente” en 7 “emes”
más 6 “pés”, es decir cada letra como el objeto—letra con el
que se escribe.
— Puede ser en una fórmula geométrica para un
cálculo de áreas
______________ S = a,b
“a” y “6” pueden ser interpretadas como lados del rectán-
guíe, como segmentos, —“6” segmento base, “a” segmento
altura— en lugar de interpretarlas costo las longitudes de
esos lados. La fórmula del área tiene sentido con la segunda
interpretación ,pues se sabe realizar el producto de dos
números, pero no con la primera, pues el alumno no ha reflí—
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zado el producto de dos segmentos.
i~ ~QsL~¡g~cLgg~ y d2 nt!
Cuando escribimos en lenguaje de uso habitual,
50 metros o 35 litres lo hacemos en la forma 5Dm. o 351.
Lo habitual de la escritura hace que muchas
veces se omita el “punto” que marca la se~al de la
abreviatura, y 5Dm son 50 metros, o 351 son 35 litres. Así,
cuando el alumno encuentra Zsm o 5p puede interpretar “tres
metros” o “tres manzanas” en vez de suponer que “m” repre-
senta un número que está multiplicado por 3.
Esto puede venir reforzado por los ens.eaantes,
es decir, por el medio didáctico; pues cuando queremos
ensenar a sumar polinomios, para justificar que solamente se
reducen los términos semejantes, con frecuencia, y de manera
metafórica, decimos al alumno que en una expresión como
3,¿ + 5x2 + 2x +
solamente podemos sumar los términos 3x con 2x y no con SxO
pues “no se suman manzanas con peras”, Así la expresión
3x+2o~ puede quedar en el alumno como la idea de sumar 3
“algo” más 2 “algo”, siendo ese “algo” la “x”. Y así cuando,
más adelante, éste vea una expresión como “3p” quizá le
surja fácilmente la idea de “tres peras” o “tres pesetas” o
algo semejante.
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fi. 1459 Y U1SI1I ~R nté IntsrgrfligI~n
Esta analogía empleada por el profesor fa~ore—
cena dicha interpretación, que puede ser muy útil, si el
alumno la usa para realizar adiciones o sustracciones, pues
buscando “los objetos iguales” encontrará los térinos seme-
jantes para operar con ellos, como en el caso concreto que
hemos puesto costo ejemplo
1 en el que producirla un resultado
correcto que serial
7m + óp <‘7 manzanas más 6 peras”)
pero esta interpretación puede crear serias dificultades,
como estudiamos en algunos ejercicios del cuestionario,
por ejemplo, en el número 15.
Y, además, aunque ésto sea dtzl como hemos visto,
para la adición o sustracción, no resulta eficaz para dar un
sentido a expresiones costo:
La multiplicación: 7m.6p
La radicación: -13a
O 1» potenciación: a
pues, en estos Casos, flO suministra ninguna imagen mental
correspondiente a la interpretación de “el producto de 7
objetos por otros 6 dIstintos”, o para “la raíz cuadrada de
tres objetos”.
Todavia en el caso 1,1 de los segmentos podría
el alumno llegar a interpretar hasta
1 22
a
5 como una superficie o .~ como un volumen
pero is cuarta potencia de “a” tampoco tiene ya una posibi-
lidad de interpretación en ese sentido.
Este tipo de dificultad, proveniente de la suje—
ción del álgebra a la geometría, se puede encontrar históri-
camente.
Toda la tradición griega se basaba en conceptos
y demostraciones geométricas, lo cual traía serios problemas
para la concepción de los nÚmeros que llamamos irracionales
y negativos. Todavía los árabes <AI—lchowarizmi) e italianos
<Pacioli) y hasta los franceses <Viéte> consideraban las
demostraciones geométricas como necesarias para comprobar la
voracidad de las demostraciones y cálculos algebraicos.
En este marco, uno de los principies a respetar
era el de homogeneidad dimensional.
Vine encontraba esta dificultad epistemoldgic.
creada por la sujeción mental al cálculo con magnitudes. A
pesar de que ViÉte hacía claramente la diferenciación entre
‘logística numerosa”, que es la que calculaba sobre un
número o un segmento, y “logística speciosa”, que es la qué
calculaba sobre “especies”, se daba cuenta del amplio campo
del álgebra, y respetaba rigurosamente el principio de
homogeneidad dimensional
0 lo que le llevaba a cecribiro
x+ 2a bx
expresión en la que ‘a” tendría que ser “solidum” (con tres
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dimensiones) y “b” seria “planue>” <con dos dimensiones).
Encontramos un primer paso, en la superación de
esta dificultad, con Bombelli (1526—15723 pues, en su
fllgebra (1572), no resuelve directamente los problemas
geométricos, sino que se sirve del álgebra para sss re-
solución como ciencia “autónoma”, que sirve para justificar
la Geometría y no al contrario. <Paradís, tliralles y Nalet,
1929).
A pesar de Bombelli, esto supuso un freno en la
libertad de operaciones necesaria para el desarrollo del
álgebra, y hubo que esperar hasta Descartes y Fermat para
Que esta dificultad se superase y las letras fueran libera-
das de la magnitud que se les asignaba CBoyer,1986, p. 32~).
I.L3.2. La letra con valor adjudicado
Se trata de un rechazo de la letra como descono-
cida. El alumno desea eliminar la incertidumbre que le
produce trabajar con algo no conocido y adjudica a la letra
un valor elegido por él de forma personal. Para ello acude a
relaciones y conceptos como simetría, reparto equivalente,
etc,.~
— El valor repartido se da por ejemplo, si debe
trabajar con una expresión algebraica tal como
a + b 12,
cuando asigna, inmediatamente, los valores: a=6, b=6. Se
puede encontrar este proceder, con los errores que conlíeva,
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en ejercicios de cálculo sobre figuras geométricas, como el
siguiente:
“En un triángulo rectángulo la hipotenusa
a5cm y un cateto c=Zcm ¿Cuánto vale la proyección de
cateto sobre la hipotenusa?”
anide
este
El ejercicio corresponde a la
“teorema del cateto”, y serial
13
prOy.
cateto
u¼—?-~\
A ~
lIC 3 9
— — > Dt~
3 5 5
pero algunos alumnos que realizan un
deformado”
e
aplicación del
cateto
hipot.
1>13 cus
dibujo “un poco
escriben AD + DC = 5 cm
<— ‘~ —*
y “calculan”: DC VS cm
En los cuestionarios preparados, también
puede apreciar esta valoración en ejercicios como
siguiente:
se
el
“Si b + d 6, ¿qué puedes decir de
b+d+f 9”
en el que hay alumnos que dan como respuesta b + d + f = 9
En este caso es muy probable que haya asignado a
cada letra el valor 3, usando la información inicial: b+d =
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6 y repartiendo entre ambas letras el valor 6 de forma
equitativa. (Esto se confirma con las entrevistas indivi-
duales en las que se han pedido las explicaciones de las
respuestas).
También se da un caso singular de valoración
de la letra cuando el alumno le asigna el valor de st, lugar
en el alfaheto la “a” valdrá 1, la “b” valdrá 2, etc...,
como ya se ha comentado.
En el caso de un ejercicio como el anterior la
respuesta obtenida será
b + d • f = 12
pues la “b” ocupa el segundo lugar • la “d’ el cuarto y la
“f” el sexto lugar, de modo que
b + d + f = 2 + 4 + 6 = 12
Este tipo de valoración ha sido también confirmado con las
respuestas de las entrevistas individuales.
Otra ocasión de adjudicación de valor, en este
caso visual geétrico% se puede observar en el cuestiona-
rio en el ejercicio nQ 261
40uá1 será el perímetro de
este polígono cuya figura
sólo vemos parcialmente si
sabemos que tiene “n” lados
y que todos miden 2 cm de
longitud?”
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En lugar de la respuesta correcta’ perímetro
igual a 2n, algunos chicos responden lb porque han contado
los lados visibles que son 8, es decir han rechazado el uso
de la letra “n” asignándole un valor calculado por la imagen
visual que aporta la figura.
También
se dan las figuras
en los ejercicios nQ 23 y 24, en 105 que
4
23 — 32
muestran casos en que
“visual
los alumnos han usado una aproximación
1.3.3.3. La letra “no tenida en cuenta”
En este caso casi resulta improcedente decir que
es una ‘interpretación” de la letra, pues en realidad es un
rechazo, haciendo precisamente una “no interpretación” de
ella.
Los alumnos escriben expresiones como ~k sin tener
en cuenta más que el nÚmero 5 y, acompa~ándolo de la k,
simplemente porque “estaba escrito así”. No conceden ningún
sentido a la letra. Le “permiten” estar ahí simplemente.
23 — 22
3
4 4
24 — 32
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Esta no—Interpretación de la letra puede detec—
tarse en ejercicios con,o~
‘A~ade 3 a Sn”
cuando se produce una respuesta como En.
Pero pueda pasar desapercibida en ejercicios
como:
‘Multiplica 5 por 2n”
pues la respuesta Ion es correcta a pesar de la no—
interpretación de la “n’.
Cuando el alumno manjijesta este olvido de las
letras inicia un proceso de incomprensión del álgebra
elemental.
no dar un sentido correcto a las expresiones
que debe utilizar, no comprende los procesos que se siguen
con esas e>¿presiones, ni su finalidad.
En una especie de vacío conceptual va “apren-
diendo” lo que para él son manipulaciones sin sentido. Va
mecanizando habilidades, creando automatismos cuyo control
escapa por completo a sus posibilidades. El control de la
eficacia o corrección de Su trabajo queda traspasado comple-
tamente al profesor: ‘El profesor SABE si está bien y ya me
lo dirá’
No toma las riendas de su aprendizaje. No toma
contacto con el saber mismo en un intercambio de experien—
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cias y actuaciones. Sus acciones no son <ruto de una dcci—
sión persor~al, son ORDENADSS POR EL PRDFESOR simplemente.
¡.4. t~ lIÉ LA LETRA CU~ »C6~UTA
Las letras copleadas para esto uso son, en el
momento actual, preferentemente las últimas del alfabetot X,
y
La incógnita por excelencia es la x.
1.4.1. Hlstóricante.
Históricamente, esta simbolización logró alcan—
zarse tras muchos aros de tentativas y vacilaciones.
La incógnita comenzó llamándose la ‘cosa” durante
el nacimiento del álgebra árabe (comienzos del s. IX) en su
forma retórica’. Durante los siglos XV y XVI fué reducién-
dose mediante abreviaturas.
Luce Pacían (1445—1514) en su obra ~SumsaN
considerada como la primera algebra impresa, usa las abre-
viaturas “co”, “ce’, “cece” y “ae” para la cosa” (nuestra
xl, “el censo” <x2), “el censo—censo’ (x> y el “signo
igual” <a>. Paciolí creía que las ecuaciones cúbicas no se
podían resolver algebraicamente, de aquí que no expresa la
tercera potencia de la incógnita.
Michael Etifel <1467—1567> comienza, en SU
fr-ith.etica Inteqra (1544), usando abreviaturas para las
distintas potencias de la incógnita, representadas por las
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palabras: coss, zensus, cubus y zenzizensus. y evoluciona
hasta proponer después, en su obra »De algorithmi numerordm
CoSsicOrLlEfl”, el uso de una única letra para representar l~a
incógnita, repitiendo dicha letra, para las potencias,,
tantas veces conio lo indique el exponente, Por ejemplo:
AAAA representaría nuestro actual x
Rafael B~e11i <1526—1572) en los tres primeros
libros de su “Algebra”. utiliza el ‘tanto” y la “potenza”,
para simbolizar la incógnita “x” y su cuadrado “>0”. Sin
embargo, en el manuscrito del libro IV, publicado por
Bortolotti en 1923, se vuelven a encontrar los términos
cosa y “censo” para estas expresiones. Apareciendo escri-
turas como
1 Z p. 5 R m. 4 (Que se lee..” 1 zensus plus 5
res minus 4’ o • 1 censo más 5 cosa menos 4’) para expresar
>0-e 5x —
Nos parece razonable la conjetura de Paradis,
Niralles y Malet, 1909, de que este manuscrito pudiera no
estar preparado para la imprenta corno los anteriores, ya que
no fué publicado en vida de Bombelli, sino encontrado y3
recuperado por Bortolotti. Quizá Eontelli no conocía la ~
de Diofanto en el momento de la escritura original de este
texto y pudo ir cambiando la nomenclatura conforme preparaba
las obras para su impresión quedando, en su estado original
los libros IV y y.
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De ser cierta esta conjetura, nos ,nostraría la
evolución que se iba produciendo en la nomenclatura alge-
braica durante aquel período.
Prangois yta. (1540—IéDfl ya propuso concreta-
mente usar las VOCALES para representar las incógnitas y por
fin, René Descartes (1596—l65O) en su obra “La Séométrie”
utiliza ya las primeras letras del alfabeto: a, b, c,...
para los parámetros constantes y las últimas, x, y, ... para
las incógnitas o variables, por lo que esta obra marca la
forma de expresión actual en Al~ebra.
Pierre Ferat (1601—1665), por la misma época
que Descartes, utiliza la notación de Vieta
~D in fl asquetur fi in E”
que traduce nuestra expresión.’”Dx = By’
pues “in” es “por”, “aequetor” es “igual” y las vocales Son
las incógnitas.
Estamos, por tanto, hablando de siete siglos
aproximadamente, y del esfuerzo de muchos matemáticos experi-
mentados. Personas capaces e interesadas en hacer avanzar el
conocimiento, y que aportaban sus esfuerzos para lograr este
avance, a pesar de los cuales hubo que esperar todo ese
tiempo para llegar a la simbolización completa actual~ ¿Es
de extra~ar que nuestros estudiantes necesiten un tiempo
psicológico de adaptación escolar a las letras y a su uso?
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Esta concreción, tan larga y dificultosa, del
símbolo de la incógnita a lo largo de la historia puede
orientarnos sobre la complicación que puede representar,
para el alumno, llegar a asimilar una eficaz
simbolización. Nos basamos, para este comentario, en las
afirmaciones de Piaget y Sarcia (2>, que compartirnos. A lo
largo de este trabajo encontraremos, en distintos momentos,
confirmaciones de estas tesis.
El uso de las letras como incógnitas en las
ecuaciones, obliga a un doble ejercicio de abstracción:
Primero, la letra (por ejemplo la >0 representa “la cosa”,
“la desconocida”, del mismo modo que en los orígenes del
álgebra; tratándola como si se conociera, se sigue con ella
el proceso del problema en particular y, cuando este proceso
culmina, queda ‘planteada” una condición, la ecuación, que
tiene que cumplir la incógnita para que el problema esté
bien resuelto. Después actuando sobre esa condición, median-
te reglas pre—establecidas y generales, con una especie cje
proceso automático de reversibilidad. llegarnos por fin a
aislar y, de ese modo, a calcular la incógnita.
La incógnita representa algo preciso durante el
proceso de planteamiento de la condición (ecuación o lnecua—
ción), pero cuando la condición está planteada, su manipula-
ción posterior es independiente de lo que represente. Se
(2) ‘Psico—génesis e Historia de la Ciencia”. Piaget y
García. 1962
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debe hacer una abstracción de su significado y pensar,
únicamente, en las leyes algebraicas que se pueden aplicar
par. Ile~ar a la solución.
En este proceso, io primero es hacer una simbo—
lización con la letra <simbolización en e’ sentido del pro—
<esor Sarcia Morente, es decir, emplear una figura real, en
este caso la letra, para evocar o representar otra cosa
distinta de ella), después trabajar con ese símbolo, pero
haciendo abstracción de lo que representa, olvidando el
simbolismo para elaborar la respuesta de una forma objetiva
(proceso de cálculo algebraico), independientemente del
contexto. Cuando se ha llegado al final del proceso de
cálculo, se vuelve a retomar el símbolo, y lo que represen-
ta, para aceptar o no la respuesta obtenida.
Esta “abstracción de la simbolización hecha”
para trabajar, teniendo en cuenta sólo el objeto matemitico,
es imprescindible para que el cálculo sea ágil~
En el trabajo de simbolización es importante la
prtra eKpresi6n (o Las primeras expresiones), momento en
el que Se hace eí planteamiento, y aquí cada detalle tiene
que tener un claro sentido; y también es importante la
Citísa, pues a partir de ella se hace la “traducción” del
simbolismo en sentido inverso, volviendo así a la situación
“real”, Es cuando se ejecuta la que se puede llamar des—
simbolización.
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1.4.2. En los textos.
Tomamos como textos representativos los de las
editoriales> Santillana y S.M. • que suponen las dos ten-
dencias que se dan en la introducción de la letra “x” como
incógnita de las ecuaciones.
Lina tendencia es la que Se preocupa de definirla
aunque sea escuetamente:
Editorial Santillana, fl EGB, p. 591
‘la letra o letras dnc~otidas de ma ecuatila
se liasen ‘incdgnitas’. En la ec,aciéu, u • 2 • 1 la isílpoita e.
U lucégnita de gas ecuacíIn se puede duui¡nr con cualquier letra, pero en
pencaR se utiliza la letra •:~.
En la misma página se hace la distinción entre
identidad y ecuación, planteando también ejercicios de
sustitución de la ‘5>”, para resaltar el hecho de que la
identidad se cumple para cualquiera de sus valores, mientras que
la ecuación solamente se cumple para algunos valores de la
incógnita.
En este libro vemos la forma en que se e,<plica
al alumno la nomenclatura que, a partir de ese momento, se
va a utilizar, y se le llama la atención sobre la letra ‘5>”
particularmente, haciéndo hincapié en el papel de incógnita
que va a jugar a partir de ese momento.
La otra tendencia es la que presenta a “la
incógnita” sin detenerse a explicar la clase de papel que va
a representar en las ecuaciones, La incógnita es introducida
porque sí, corno si su aparición fuera una cosa natural y no
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necesitara reflexión alguna.
Texto Pitágoras 7 de Ediciones S.t’1., p. 50. La
primera pregunta de la lección 5 lleva por título “¿Qué es
una ecuación?” y comienza asH
‘Alicia dice a Harte: le pensada un aSuro; lo
ha cultIplIcado por 3 y luego he teado 4. Cao retitado he ~tsid*IB. jhS
altero ha pensado Iliria?
Llaaareeos ‘o’ a eme aher, desconocido o ‘incíguita’ (en letra cmnsival.
Iliria ha procedido ,eiO....’
Prosigue el ejemplo y, sobre él, se aclara que
se llama ecuación a la condición: 3-x • 4 — 10 Se segalan
los miembros de la misma y se dice que el valor 2 es la
solución de la ecuación.
Sin otras explicaciones, diez lineas más adelan-
te, se da ya por aceptado el conocimiento del alumno sobre
la nomenclatura introducida y se dice de modo natural:
‘tas ecuaciones, rna 3.: • 4 • lii; 2-:—4ufi, se ¡latan ‘ecuaciones de prler
grado’ porque l~ indgnita ‘o’ está elevada a la potencia 1 1 :hz.
A partir de aquí, el libro de texto trata ya de
las ecuaciones equivalentes, y de la rnanera de resolver
ecuaciones de primer grado. Después de ensear la resolución
de estas ecuaciones, en la página 55, es decir cinco páginas
adelante, aparece una pregunta que se titula “El lenguaje
ordinario y el lenguaje matemático”, donde se dice que el
lenguaje matemático es más conciso que el lenguaje ordinario
y que puede hacer mas sencillos algunos problemas. Por
tanto, dice el texto, es conveniente saber hacer la
traducción. Pone a continuación algunos ejemplos como los
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si gui entes>
Lenguaje ordinario Lenguaje .atemtti ca
— Un número x aumentado en 2 x + 2
— El cuadrado de un número x
aumentado en 3 >0+ 3
— Dos enteros consecutivos x, x+l
— Luis tiene 13 aftos. Su edad cuando
pasen x ai~os será 13 + x
Después de esto vienen ya los ejercicios s’
problemas ordinarios “de letra”, sin más alusiones a las
mismas ni a su empí Co.
Esta es la otra tendencia en la que. como vemos,
se acepta como natural la aparición de la letra “x” repre-
sentando a la incógnita, como si el concepto de incógnita no
tuviera ninguna connotación especial que lo hiciera merece-
dor de explicaciones diferenciadas.
L43. En las cwcepci.es de los duros.
Surgen aquí otras interpretaciones de las
1 etrasl
1,4.3.1. Letra interpretada como un conjunto de
números.
En el cuestionario se presenta el ejercicio:
“¿Qué puedes decir sobre “n” si sabes que n+p=20
y que “n” es menor que “p”?”
¡36
Para dar la respuesta correcta es netesario
contemplar para “n” un conjunto de posibilidades. Encontra—
¿nos que hay alumnos que responden~ n=9. Otros dicesv n2.
Son alumnos que en el momento que encuentran UN valor que
cumple la condición, ya les parece suficiente. Algunos, en
las entrevistas individuales, aceptan la posibilidad de que
tome un valor u otro, pero luego no dan los varios valores
posibles, sino que eligen entre ellos EL (“único”) que creen
que debe ser LA RESPUESTA.
Es difícil, para el alumno, pasar de la inter—
pretactón de un único valor a la interpretación de varios
valores posibles.
Vamos a comparar las respuestas dadas por los
alumnos en el curso de fl de Esa, el dc 62 dc EGO y los de
IP de SUP, en porcentajes de dos de los tipos de respuestas:
La primera es la respuesta del tipo que llamaremos “valor
único” Ca veces es ‘2”, otras veces “5” o “9”, pero UN solo
valor) y, la segunda, es la que llamaremos de “valor mill—
tiple” (puede ser expresado como “n<iO” 6 indicando todos
los valores del “1” al “10” a del “O” al 10, pero varios
valores). El cuadro es el siguiente:
72E52 E2EGB IQREM I2REM IQBUP I2BUP
A fi O D
valw único 411 ~Z 121 241 51 121
vala •Óltiple 2it 26% 12% 20% 26% 30!
sin respuesta 14% 24% 46% 32% 42% 22%
otras “ 24% 30% 30% 24% 27% 35%
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Como se puede apreciar, el mayor porcentaje de
respuesta de “valor unico se da en los alumnos más jóvenes
<41% en 72 ESE) y se reduce hasta cl 12% y 5’/. en los cursos
de 19 SUP (grupos C y D), con un porcentaje promedio de
E’~Y.. Se ve así como, progresivamente, se va abandonando la
respuesta única en favor de la respuesta múltiple, que se da
en el 21% de los casos en 72 EGP para pasar a 26% y 30%, con
porcentaje promedio 20%, en BLP.
Quizá sea todavía más claro este cambio si se
comparan los porcentajes de ambas respuestas por curso. Así
en 72 EGB encontramos la relación
valor único/valor múltiple 417.121%
mientras que en lfl SUP se dan las relaciones
5%/26% y 1274307.
Es claro que la mayoría de las respuestas pasa a
ser de “valor múltiple” en 12 SUP, pero observamos cómo
quedan valores residuales importantes de la primera. Despuas
de dos caos de trabajo con las letras queda un número impor-
tante de alumnos que identifican la letra con UN velo:’
único.
Esto se ve también en las relaciones obtenidas
en los porcentajes de las respuestas de los alumnos de REMR
127./12% y 247.120%
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Estos alumnos no han llegado a superar la con-
cepción del “valor único” para La letra, en favor de la
concepción del “valor múltiple”.
En general esta interpretación, de “valor múlti-
píe”, es necesaria para las expresiones Con desigualdades.
Por ejemplo, cuando escribin~os
x<5
estamos indicando un caijunto de nó*eros. Este conjunto
pued. variar desdel <0,1,2,3,41, si trabajamos con números
naturales, hasta conjuntos de infinito. elementos, cuando
trabajamos con números enteros, racionales, reales o
Complejos.
En el ejercicio n2 e del cuestionario: “¿Qué
puedes decir de ‘p” si p3q+7 y q<4 7”, el alumno debe
hacer la interpretación de la “q” en la expresión de la
desí gital dad.
Encontramos un alumno (El nQ 2E de 7~ de EGB>
que interpreta la letra como un conjunto de números pero en
una forma muy especial que llamaré TOTALIZADORA:
q < 4 quiere decir los TRES PRIMEROS NúMEROS,
así que tengo que multiplicar el “3” por los tres primeros
números entre paréntesis:
3 <1 4- 2 -* 3)
y luego sumarIe “7” y me sale “25”
¡39
Enmarcaremos esta respuesta entre los errores
cometidos por el intento de CONSERVPCIÓN DE LA INFORMACIÓN.
(Pascal, 1960). El alumno ha conseguido una información de
la expresión ‘q < 4” y desea conservarla en su totalidad,
por eso crea un núevo número: ci + 2 + 3) que la reúne,
En 72 curso de ESE, 6 alumnos de los 37 respon-
den tomando UN solo valor para la letra “q”, lo cual supone
el ISY.. En 62 de ESE, 3 alumnos de 33, que representa el 9%’
Pero en 12 de REM se dan O casos en 49 alumnos encuestados
(de nuevo el 16%); en 12 EUP, 7 alumnos de los 77 (9%), son
los que toman UN solo valor.
Efectivamente, de 62 EGE a 12 BLP el número va
descendiendo en porcentajes, pero si bien este porcentaje en
62 ESE podría considerarse como aceptable, un 9% en primer
curso es todavía un porcentaje muy alto para unos alumnos
que han estudiado desigualdades y, en ese estudio, tendrían
que haber adquirido el concepto y el manejo de las mismas.
También en la resolución de una ecuación de
grado mayor que ‘1” se obtienen, en la mayoría de los casos,
más do una respuesta válida, por lo que en expresiones como:
>0+ ,< — 6 5 0
en realidad la ‘5<” representa dos valores posibles: las dos
soluciones xt2 y x—3 de la ecuación. (Por supuesto salvo
los casos de ecuaciones de solución única múltiple en que se
da un solo valor como solución doble, triple, etc.>
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La abstracción que, para el proceso de cálculo,
se hace de la significación de la incógnita, debe incluir la
posibilidad de que ésta represente a varios números.
La incógnita es, en cierto ,oodo una variable.
rodemos decir que es una variable con cierta predeterS-
nación. Puede tomar ~¡jg g ~j v4Ioreg <o toAs, según el grado
de la ecuación) pero no puede tornar g~tflL~ui§~ ~LQC dentro
de su dominio, como sucede con la variable. Salimos del
valor único para cada caso y entramos en el conjunto de los
“valores posibles”. Esto ya supone una bivalencia <o triva-
lencia, o polivalencia) que es un paso hacia la complejidad
de la variable.
Pero aquí, en el caso de la incógnita, esos
valores están predeterminados por la condición que supone la
ecuación. Aunque no se conozcan, esos valores serán
CONCRETOS al resolver ésta, y la “x” es como la envoltura o
la caja dónde se encuentran. Están juntos er, la ‘x’, pero
llevan implícita una cierta INOIVIDUALIDAD e independencia
unos de otros, pues, por ejemplo, para comprobar si son
válidos o no, cada uno debe cumplir por separado la ecuación
propuesta. Son valores en cierto sentido SUCESIVOS pues su
posibilidad de existencia, que es su ecuación, se verá
cumplida por uno de ellos “u” otro, pero nunca lo será por
dos valores SIMULTáNEAMENTE.
El caso de la ecuación de primer grado con una
incógnita rio ofrece nuevos problemas de interpretación de la
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letra 5<” pues, para el alumno, se trata del mismo concepto
de parámetro incógnita. El hecho de que la letra empleada
sea la ‘5>”, incluso sirve para aclarar la idea de que se
trata de una ecuación, y de que ‘hay algo que calcular”. El
alumno ve que ese “algo” es la ‘5>” y sus únicas dificultades
pueden provenir de defectos de cálculo, pero no de compren-
sión distinta de las letras o incomprensión de la tarea a
realizar.
En el caso de la ecuación de segundo grado ya
encontramos cierta tendencia a calcular simplemente un
valor. Este hecho es muy claro cuando la ecuación desemboca
en <2 1<.
Por ejemplo:
>0=9
Su resolución, por parte de los alumnos, suela
aportar como resultado solamente x3. y una de las razones
que creemos importante es porque tardan en llegar a la
comprensión de que puede haber MAS DE UN VALOR de “x” que
Sra solución de la ecuación. Cuando el alumno ha calculado
el valor 3, ya considera que es suficiente pues ha obtenido
EL resultado, es decir el resultado se acepta fácilmente
comO único,
En el caso de la ecuación completa de segundo
grado: ax>+bx+c = 0, la resolución a través de la aplica-
ción de la fórmula:
—b ±4b2—4acx = _________
2a
proporciona las dos soluciones sin que el alumno tenga
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opción a despreciar una de ellas y, entonces, vemos cómo
acepta estas dos soluciones con naturalidad,
¿Qué hace que el alumno acepte aquí los dos
valores de x’?
Es, general el alumno ha sido adiestrado a apli-
car la fórmula, y así lo hace aunque no comprenda bien las
razones de este método, Por otra parte, las dos soluciones
que se obtienen, se quedan ahí, como resultado sin nada más
que hacer con ellas. El alumno traspasa, de forma mental, la
responsabilidad al profesor, porque sabe que esas soluciones
“son el resultado que hay que obtener”, y normalmente no se
plantea el significado de estos números en relación con la
ecuación que ha resuelto.
Por otro parte es prácticamente inapreciable el
número de los ejercicios en los que sí alumno debe comprobar
las soluciones de la ecuación, o plantearse el rechazo de
algunas de ellas. En términos de técnicas de cálculo, sola-
mente las ecuaciones irracionales de indice 2, o las
ecuaciones fraccionarias <en las unas por tener que elevar
al cuadrado, y las otras por reducir los denominadores
comunes) e,<lgen del alumno la comprobación de la validez de
las soluciones. Los alumnos, por tanto, no están habituados
a considerar la naturaleza de las respuestas que obtienen.
Estos casos últimos pueden ser de más de una
solución, pero soluciones, en cierto modo, SUCESIVAS. Si el
alumno se plantea comprobar las soluciones en la ecuación
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dada, para asegurar su validez, no encontrará la dificultad
de calcular con el conjunto de las soluciones; cada solución
deberá comprobarse individualmente y por tanto su utiliza-
ción será siempre independiente.
La necesidad de manejar los conjuntos de números
de manera SIMULTaNEA puede darse para finalizar con éxito
la resolución de un sistema de inecuaciones:
2x + 3 > x
“Resolver el sistema; 1
Sx — 1 < O
donde se llega respectivamente a las inecuaciones x>—3 y
~<1/5 que es necesario interpretar como conjuntos de
números.
Dada uno de esto, conjuntos de números supone la
solución individual de cada inecuación de las que forman el
sistema y después de Haberlos encontrado debemos hallar la
solución conjunta del sistema. Esta solución es la que se
obtiene de estos dos conjuntos mediante su intersección, es
decir, mediante el cálculo del conjunto formado por los
valores de “x” que pertenecen a los dos conjuntos obtenidos
(o, lo que es lo mismo, que cumplen las dos desigualdades
si mtl táneamento).
Esta operación de intersección de los dos
conjuntos resulta extra~a para muchos alumnos. Es muy
difícil llegar a que la mayoría lo comprenda. Se dan muchos
casos de alumnos que expresan la unión de las dos respuestas
en lugar de la intersección, pues saben que hay que hacer
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algo con las des soluciones, ya que las dos desigualdades
forman un sistema,pero no entienden claramente “qué” es.
Se necesita aquí comprender cada expresión
x>—~ y x<1/5
Cada una por sí misma representa un conjunto de números y
esta comprensión es imprescindible par, continuar la re—
solución, realizando la intersección de esos conjuntos.
Este uso de la letra ‘5>” incluye la aceptación
de un conjunto de valores, que llamaremos SIMULTáNEOS,
porque la expresión los incluye a todos juntos, no de uno en
uno. Se trata ya de un uso muy próximo al de variable, pues
aquí conlíeva el simbolismo de la desigualdad ( ‘½“ o “U’ 1
en la interpretación de la letra,
Este mismo uso se da en el planteamiento de los
problemas sobre Programación Lineal, para expresar las con-
diciones o restricciones del problema. Sea, como ejemplo, el
problema Siguiente
“Minimizar la función zizx+4y sujeta a las
siguientes restriccionese
x+y ~ 2
yS4
x—ySD
En este ejercicio se deben hallar los valores de
“x” e “y” que hacen mínima a la función “z”, teniendo en
cuenta las restricciones que suponen las cuatro desigual—
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dades. Estas restricciones son las condiciones que se dan en
este problema.
Hay que interpretar estas restricciones de los
valores de “x” e “y”, porque los valores obtenidos como
solución tienen que satisfacer, SIMULTáNEAMENTE, estas
restricciones expresadas por las desigualdades dadas. Las
soluciones que encontremos deben cumplir todas estas condi-
clones.
La ‘letra como conjunto de números’ es, pues,
uno de los usos más interesantes, desde el punto de vista de
las aplicaciones de las matemáticas a los problemas
industriales de cálculo de costos, de cálculo de beneficios
y, en general, de situaciones optimales.
Descendiendo a los ejemplos más sencillos de la
vida real, el concepto de desigualdad se halla implícito en
la mayor parte de las actividades diarias que están rela-
donadas con valores máximos o mínimos, o acotaciones en
general. Los ejemplos abarcan un amplio espectro, que va
desde la limitación de velocidad en las carreteras hasta las
constantes de calidad de cualquier producto que se fabrica.
El ser humano hace uso del concepto de desigual-
dad, asociándolo con valores “límite” exclusivamente y de
una forma intuitiva. La famniliar<zación del alumno con el
concepto de desigualdad, a través de un correcto y for-
malizado aprendizaje, le facilitará el acceso a interpreta-
ciones de análisis de procesos que la vida diaria le va a
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presentar.
Como ejemplos de estos análisis de procesos se
pueden enumerar entre otros los siguientes:
Curvas de rentabilidad de empresas.
Curvas de control de calidad.
Interpretaciones estadísticas de todo tipo.
etc.
• 5” USO IlE LA LETRA CWC VAR? A.E
Hasta aquí el estudio que venimos haciendo se ha
referido exclusivamente a la interpretación del “signo
letra” <en sentido semiótico) en sí mismo.
En este uso que vamos a estudiar ahora, no sólo
hay que comprender el significado de las letras sino,
también, el de la relación que las une y, por tanto,
comprender cómo los cambios en una de ellas hacen variar a
la otra.
Se trata de lo que llamaremos una “comprensión
de segundo orden”.
Es, por ejemplo, el uso de las letras en las
funciones, Son las expresiones “y = f<x)” o “y < g(x>”.
Aquí cada letra representa más de un valore pero
tampoco es un conjunto fijo de valores, como en el caso
anterior. Aquí no son importantes CADA UNO de los valores de
la “x”, ni su conjunto. Aquí lo importante es LA RELACIóN
que une los pares de valores. y así es importante EL PAR de
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valores que se forma con un valor cualquiera de la ‘5<” y su
CDRRESPONDIEÑTE de la “y”.
Un ejemplo de este uso se encuentra en el ejer-
cicio siguiente del cuestionario:
“Sabemosque pnq+7 . ¿Qué lesucedea “p”
cuando “q” es aumentada en 3?
Si el alumno comprende la expresión p=q+7 corno
que t”p” es SIEMPRE mayor que q”, en 7 unidades>, responde-
rá fácilmente que “p” TAMBIEN aumentará en 3 unidades. Pero
si el alumno no tiene la idea de que “p” y “q” pueden tomar
CUALQUIER valor y piensa que ESA “p” es 7 unidades mayor que
ESA “q”, entonces se pueden dar respuestas como:
pq +4
en la que las tres unidades que ha aumentado “q”, han sido
“compensadas” con la disminución del 7, para que el resulta-
do “p” siga siendo “el mismo p” del principio, con SU valor
dado. Es decir, el alumno sabe que “q” ha variado, que ha
tomado un nuevo valor, pero no ve a “p” con la posibilidad
de variar. No ha cornprendido que lo importante del simbo-
lismo no son las letras y sus valores sino LA RELACIóN que
las une, Que las letras están empleadas para expresar PARcS
DE VALORES y que cada valor de una de ellas ARRASTRA un
nuevo valor para la otra.
También se puede dar la respuesta errónea:
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p = q + 10
en la que tampoco se han interpretado AMBAS LETRAS como
variables, pues esta nueva relación dada como respuesta
indica que “q” no ha variado, es la misma “q” inicial. El
aumento Ha salido fuera para sumarse con 7 y aportar así la
variación de 3 unidades para “p”.
En esta respuesta el alumno sigue sin interpre-
tar que la relación entre las letras <variables) no ha
cambiado y que, precisamente esa relación es lo qu. hace que
los cambios de ‘q” se vean REFLEJADOS en “p”.
1.5.1. Hist6rtcaant.
La idea de función, en un sentido parecido al
que usamos en la actualidad, se debe a Leibniz <1646—1716)
<Boyer,1966. p. 509), pero la notación que usamos:
y f<x)
es debida a Euler, que la utilizó en sus Coentarii de San
Petesburgo de 1734—1735 (foyer, 1926. p.557).
La notación de Euler ha sido un logro importan-
te en la teoría de las funciones, por lo clarificadora que
resulta de la relación entre las dos variable. x e y
Tan sólo unos aRos antes de Euler, se puede
encontrar en un matemático tan prestigioso como Jean
Bernoulli <1667—1746>, que fué discípulo del mismo Leibniz,
una idea vaga de lo que era una función. Idea que expone
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como’ “una cantidad compuesta de cualquier manera a partir
de una variable y constantes arbitrarias” (Boyer, 1986,
p. 531).
La noción de función fué introducida durante el
siglo XV!!”” A finales de siglo se llegaría a decir que y es
función de x;...” <Dieudonnt,1909 p.82) aunque un concepto
totalmente general de función <o aplicación, como ahora se
prefiere) no se dió hasta Dedekind (1031—1916):
‘fu vez de li.itarae, coso tu las conceptiones alvterises, a las fiscicoes reales
tu complejas> de una o varias variables reales, hdekiad generalica al aluien y
deter.ina que, siendo £ y E dos conjuntos coal.squiera, uca aplicad lo de E sobre
es na ley (‘Bssetrl que a todo eleesoto ‘u’ de £ le hace rotrespuoder un elemento
bien deteainado de E, su ‘valor’ en ‘u’, que se escribe de contra general <1K),’
(Blndw,nl, 1999, PP. ~l—lUl
1.5.2. En los textos.
La letra como variable hace su aparición con el
estudio de las funciones en 72 de EGB, pero no es introduci-
da de manera explícita. Solamente se presta un poco de
atención al establecimiento de la diferencia entre variable
dependiente e independiente pero no a la introducción de la
variable como tal,
Veamos un par de textos donde se aprecta esta
aparición: libros de Editorial Santillana y Editorial 8.11.,
que sor) dos de las editoriales más empicadas en EBB. Prime-
ramente tomamos el libro de Ed. Santillana para 7~ de EGO en
la p. 73. En él, después de definir y explicar Corresponden-
cia y Aplicación, el autor pasa a introducir y definir el
concepto de Punción como caso particular de Correspondencia;
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para ella defino el dominio’
1±1311 41 ~Gkt»AtSÉ es el conjunto e’mato pu’ las elementos que lleno
imagen o también el rejunto de valores que puede toar la variable z’
Un poco más adelante, al definir la ecuación de
una función, explicitar
En este rano la ~ggjJpft Ip 111p se designa por
y.’,3
La letra ‘y’ rapresecta cuelquier niara cetro del dominio y me llama “variable
l,dmpeodleote’
— Loa valores que toma la letra ‘y’ dependen it los valores qac se dan a íd letra
‘o”; pr eno la letra ‘y me llaca ‘variable dependienta’
En el libro correspondiente a 62 curso de la
uvts«ta editorial, en la página 93 del texto, se repite,
literalmente, este último párrafo, incluido el ejemplo. No
se a~ade ninguna otra explicación.
En el libro de S~ curso de la Ed. 5.11’, en la
página Eh y dentro del tema de Funciones, tenemos, en lo que
llama primer ejemplol
toso el conjunto a tiene todioltos eleatatos, no se punteo obtener todos los pees
de 4. SIn embargo, podemos obtener la Imagen de cualquier suero racional, uhíl—
tapio
3
4(2) *
1U
5
3
iS • . ce el ‘criterio dc 4’, y cupreen las operana¶es que hamo. da realizar cm un
5
seseo tualquitia ‘z, para obtener su im.vs.
Al elecentn genirlco ‘:‘, se le suele llamar ‘variable lídepeedlente’ porque Vria
libremeete en u conjunto original de la ¡uncido 4.
<<:2 tambIl, es variable, y su valor depende dci que toma “o”. Por e5, <ÚJ se llama
‘variable dependiente’¡v suele simbolIzase por y’I
• <(si
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En el prie.r texto vemos que en el moananto de
definir el dominio de una función es cuando se nombra, por
primera vez, a la letra , como variable x, pero sin hacer
ninguna mención de la importante diferencia de concepto que
supone respecto a la incógnita x, y del diferente uso que le
vaa,ot a dar a partir de este momento,
No se le advierte al alumno que ahora ya no debe
calcular el valor de * y tampoco se le comunica que la
ecuación y — xo-3 no tiene por objeto calcular x o y. Del
mismo modo no se le dice que lo importante ya no son los
valores de oc e Ya sino la relacidn que las uncí la ecuación
misma.
Se está dando un nuevo uso a las letras g e y
dentro del concepto, también nuevo, de función pero esto ni,
se explicita en el aprendizaje, ni se realizan ejercicio,;
para diferenciar, en la mente del alumno este uso coLmo
Incógnita a como variable. Se presta toda la atención a la
introduccidn del concepto de función, pero ob4’iando todo lo
referente a la nomenclatura empleada.
El concepto de varitla es un concepto muy
importante y muy rico en aplicaciones. Sin embargo, su
introducción no se hace de forma específica, ni cuidadosa.
Se da por supuesto que el alumno va a comprender toda la
riqueza del comcepto de forma natural, sin que el medio
didáctico haga nada especial por ayudar a esta comprensión.
Además, se utiliza para su expresión la misma
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letra oc que se había empleado para e<presar la incógnita. El
alumno, que hasta ese momento ha usado la letra oc como
incógnita, y ha aprendido a calcular su valor aplicando una
serie de reglas algebraicas0 se ve introducido en unas
manipulaciones completamente distintas, sin comprender el
por qué. Sin una explicación adecuada, resulta que ya no es
necesario calcular la ,o. Ahora hay cjue manejar expresiones
completas <igualdades o desigualdades>, representarlas
gráficamente, compararlas, etc. Todas las técnicas han
cambiado y, sin embargo, el símbolo usado (x> es el mismo.
1.5.3. En las concepciones de los aluios.
Para el alumno, la idea de variable establece un
concepto de difícil asimilación, pues los símbolos que ha
usado en Aritmética —signos de operaciones, paréntesis y
námeros— son de significación unívoca y está acostumbrado a
poder interpretar, de manera única, cada símbolo que
encuentra.
Cuando las letras vienen a substituir a UN núme-
ro, son aceptadas como letras desconocidas que en algún
momento, se podrán calcular, como letras “incógnitas”. Lo
que resulta mucho más difícil, para el alumno, es imaginar
que dentro de una misma letra existen distintas posibili—
dadest aceptar la idea de la letra como “variable”.
Podemos comparar resultados en preguntas sobre
el concepto de variable o sobre el concepto de incógnita.
Tomamos las preguntas que tienen el carácter de
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variable o carácter que llamamos “Var”, que son las
preguntas n~ 6, 11, 17 y IB del cuestionario sobre el uso de
las letras; y las preguntas que tienen el carácter de
incógnita,que llamamos “In”, que son las preguntas nP 2, 10,
14 y 19 del mismo cuestionario, y anotamos los porcentajes
de respuestas acertadas a cada una de ellas:
Preguntas
6!
11!
174
18!
Porcentaje de aciertos
10.2 7.
26.1 7
56.1 %
19.9 7.
Promedio
de
aciertos
26.5
LETRA COMO VARIABLE
6!
104
144
194
62.6 ‘1.
321 7.
62.2 7.
17.9 7.
43.75
LETRA COMO INCóGNITA
Comparando
de preguntas se ve que
taje, aquellas en que
ta, con el 43.75 7..
el promedio de aciertos a cada grupo
resultan acertadas, en mayor porcen—
la letra es considerada como incógni—
Incluso, entre las preguntas de la letra como
variable, se encuentra la pregunta nP 6 que, con el 10.2 7.
de aciertos, es la pregunta peor contestada de todo el
cuestionario.
Vemos por tanto que, para los alumnos, estas
preguntas en las que la letra se considera con un uso de
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variable, son más difíciles de contestar que las que consi-
deran a la letra cómo incógnita.
1.5.3.1. Función constante.
El estudio de la letra como variable se hace
preferentemente, durante el bachillerato, en el momento de
estudiar las funciones y, más concretamente, las funciones
reales de variable real.
En la noción de función existe un caso
particular, que es la “función constante”, cuya notación
presenta serias dificultades de comprensión a los alumnos.
Se trata en esta función de interpretar las expresiones
xk e yk
siendo ‘lO’ una constante.
Ejemplificando tendríamos±
x = 3 o y — —
Pero cuando estas expresiones aparecen como
funciones, ya han sido habituales para cualquier alumno
escasamente iniciado en álgebra. Son expresiones que se han
dado como terminación a cualquier problema en el que hayamos
tenido que calcular un resultado desconocido. Los números
“3” y “—‘t” son LAS SOLUCIONES buscadas. Las letras “x” e “y
toman en cada caso UN valar que es el resultada del pro—
bleana.
Pero sucede que, cuando estudiamos funciones
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reales, estas expresiones, con la misma apariencia, tienen
un significado totalmente distinto. Si pensamos en que deben
ser expresiones que relacionen dos variables “x” e “y” nos
encontramos con que la expresión
y =
no es propiamente una “función de ~ pues no tiene la letra
“x” por ninguna parte. Hay, sin embargo, que hacer compren-
der al alumno que los pares de valores:
(O,—’C) , (3’7,—’O , <102,—’t)
satisfacen esa “función”, porque todos cumplen “la con-
dición” de tener su segundo valor (es decir Su “y”) igual a
—o”
De modo que, lo que antes era la expresión de un
resultado único, se ha convertido ahora en la expresión de
una función formada por infinitos pares de valores, que
tiene una representación gráfica que es una linea recta
(constituida por los infinitos puntos que corresponden a
esos infinitos pares de números>.
Observamos aquí, pues, expresiones que tomarán
su significación del contexto en el que las estemos mane-
jando. Se trata de igualdades, de doble significación, en
las que, sin embargo, no se suele insistir para su compren-
sión y diferenciación.
El alumno deberá aprender a distinguir esta
doble significación casi por sí mismo.
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Se trata de un problema más de ensewanza del
simbolismo que deberá afrontar el profesor cuya aspiración
sea que los alumnos lleguen a comprender las matemáticas.
i.&. EL CASO DEI. Naln ~VI..L1O
Veamos algunos casos particulares de letras,
representando objetos diferentes, y que pueden resultar
ilustrativos de las dificultades que encuentran, tanto el
alumno como el profesor que interviene en el aprendizaje.
Los números complejos se introducen, por primera
vez para el alumno, en Primero de BLP. Se trata, pues, de un
concepto nuevo de número, y es esperable que cause cierta
extraWeza dadas sus especiales características. Se trata dc
números que, históricamente han sido llamados “imaginarios”,
dada la gran dificultad de concebirlos concretamente.
Algunos profesores, de hecho, optamos por aplazar su
presentación hasta Tercero de BLP por considerarla más
adecuada.
En estas condiciones, veamos algunos problemas
de simbolización que se presentan.
Pensemos en una sencilla ecuación de segundo
grado comon
5,4 — 2u¿ a. 1 = fl
cuyas soluciones son los D~IPSr9s £9,n1912r
15’?
1 2 1 2
x.—+-i y x———l
5 5 5 5
donde “i” es la unidad imaginarla’ raiz cuadrada de —1”
En esta ecuación, al observarla inicialmente sin
ayuda de otras indicaciones, no se aprecia cuál es el con-
junto de números en el que se está planteando, y conocerlo
es muy interesante pues, dependiendo de él, la solución es
di ferentel
a) Si la ecuación se plantea en los conjuntos
o R (Naturales, enteros, racionales o reales) la
respuesta debe sen “No tiene solución”; pues ningún número
de estos conjuntos la satisface.
b) Si la ecuación se plantea en el conjunto C
(Cuerpo de los números complejos> las soluciones son las do.
expresadas más arriba.
Es, por tanto, importante para que el alumno
pueda resolver correctamente la ecuación, concretar, de al-
guna manera, cual es el conjunto en Cl que Se plantea e)
ejercicio, pues la incógnita “x” puede representar en esta
ecuación
“Un número natural “x”” o
“Un número entero “x”” o
‘Un número complejo “x””
Si la ecuación se produce en el contexto de un
problema, este mismo contexto nos puede indicar en qué
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conjunto se está planteando la ecuación y, por tanto, Qué
tipo de número representa la “x” qu. estamos calculando,
pero nos encontramos en la práctica que en la casi totalidad
de los casos al ejercicio ha sido planteado “en el vacío”,
sin contexto alguno en el que apoyarse. EL enunciado es:
“Resuelve la ecuación
En este caso, el alumno deberá buscar indicios
exteriores al problema. Por ejemplo, darse cuent, de que el
tema que se está estudiando es el de los núceros comoleipa y
que, por lo tanto, la »x” puede ser uno de estos números, O
ponerse a resolver la ecuación sin preguntarse nada y al
encontrarte en el cálculo con la expresión
optar, más o menos arbitrariamente, por decir que no tiene
solución, recordando las primeras ecuaciones que aprendió a
resolver, o por continuar expresando “4—16” en forma de
número comole~o imaginario puro: ‘Mi”.
A veces se da otro modo “externo al problema” de
saber en qué conjunto se tiene que trabajar. Nos referimos a
la advertencia expresa del profesor que puede pedir a los
alumnos que resuelvan el problema “en el conjunto C”. En
este caso el profesor suple las deficiencias del enunciado
con su actuación didáctica lógicamente derivada de su
preparación como profesor.
Se ve, pues, que una misma letra, en nuestro
caso la incóonita “x”, puede, en una ecuación, representar a
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distintos tipos de números.
¡.6.1. EN LOS TEXTOS DÉ Bit.
Hemos observado que en algunas presentaciones de
la teoría de los números comolejos se designa a éstos con la
letra “z”, que sirve así para distinguirlos de los u4nr.gi
reales. Veamos como se presentan los números complejos en
algunos textos habituales en el BUP actual. (Observados en
sus capítulos correspondientes a 105 !l~aolECQ~ gQm~l.gjg~, en
el nivel de 12 y 32 de BUPNS):
Hemos encontrado efectivamente que, en todos los
textos consultados <de los que hacemos una muestra con los
que presentamos), se encuentran los números complejos expre-
sedas como números “z”. Así se puede ver:
z 3+2i 1 = ‘t + ‘ji 1
<—5,7> <conjugado de “z” igual a . .4
Con ésto parece que los números comolejos van a
ser representados por la letra “z” de ahora en adelante. Por
tanto nos hace esperar que en el planteamiento de ecua-
ciones, la incóonita, al menos en los primeros ejercicios,
<E A nivel de 12 se tratan los números complejos
con su escritura en forma bmnómica “a+bi”, y en algunos
textos también en forma “de par”.’” <a,b)”. A nivel de 39 se
recuerdan las notaciones anteriores y se completan con las
escrituras en forma polar y en forma trigonométrica.
léo
sea la “z”. Pero luego, cuando llega el momento de plantear
estas ecuaciones, en el conjunto de los números complejos
,
algunos textos mantienen la “z” para expresar la incóonita y
otros vuelven a expresar las ecuaciones con la incóonita x
que había sido empleada hasta ese momento para los números
reales
.
Exponemos en la TABLA 1 los datos de cuatro
textos representativos de estas dos tendencias.
Ng Incóg— componentes reales
complejo nita del n2 complejo
Ed. Anaya . 2 • vi . x,y,a,b,p,q
Ed. 5.11. z vi x,y,a,b,...
Tarrida y Prets . z . z . x,y,a,b,m,n,...
Ed. Librería General . z • 2 . x,y,a,b,c,m,....
TAELA Y
Vemos, pues, que lo que parecía que iba a ser
una caracterización de los números coaboleios no se mantiene
en todos los textos, cuando se trata del número comolejo
incóonita
Pero sigamos observando la notación para otras
incógnitas a ver si descubrimos alguna regularidad coso, por
ejemplo, que la incóonita se represente siempre por la letra
“x” o que la “vi” se reserve para las incóoni tas reales y la
z” para las incóonitas coisolejas
Observemos, en la TABLA Y, la notación empleada
para los ejercicios que plantean el cálculo de alguna de las
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comnonentes reales del minero comole 40. Para esta observa-
ción separamos los textos en dos tipos:
a. Los textos que usan la “x” para ~.ns~nn.fla
cuando esta incóonita es un número comolejo. (Representados
por los dos primeros de la Tabla ti
En ellos, se podía esperar que hubieran elegido
la letra ‘x’ para expresar SIEMPRE la Án~4~nt~,á y, por
tanto, que expresaran con “vi” e “y” estas comoonentes reales
cuando son desconocidas, Así lo parece en el siguiente
Cjercicio
‘Calcular e e y para que se verifique
(24 511<: 431> • (ya di>
<[6. haya, 31W, pl;. Sil
y en varios ejercicios posteriores.
Pero en la misma página encontramos otros ejerci-
cios, como el siguiente, donde la comoonente real incóonita
.
está representada por otras letras:
‘Calcular ‘a’ para que el nitro coqício
(—a. 1>1(2 —
tenga por eldulo 2. Hacerlo de dos <oreas efectuando el cociente y sin efectuarlo.’
De modo que no se reserva la “x” para la
Ln&nflhIA como habíamos Creído. Parece apreciarse un uso
indistinto de las letras sin mantener una regularidad.
Se encuentra, así, una gran variedad de ellas:
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“x,y,a,b,p,q,...” para representar a las incógnitas.
Se puede comprobar, pues, en concreto en 105
textos de este tipo <tipo a), que:
la. La letra “vi” representa, en un mismo capi-
tulo a números reales y a números comolejos
.
22. Dije la letra “oc” no es la única <ni aún con
la letra “y”> que se usa como incógnita. Se usan asimismo
como incógnitas las letrasí a,b,c,m,n,p,etc.
Por tanto, se ve que no existe una regularidad
en la nomenclatura utilizada,
Veamos el otro tipo (tipo b) de textos.
b. Los textos, como el de Tarrida y Prats o el
de Ed. Librería General, que emplean la letra “z” para la
incógnita cuando ésta es un número comole~o
Parece en un principio que estos textos podrían
reservar la “vi” y la “y” para expresar las incógnitas en el
caso de las componentes reales, pero encontramos que0 al
igual que los anteriores, usan de una gran variedad de
letras indistintamente. Veámoslo en algunos de los
ejercicios que plantean:
‘Hallar 17 » para que sc veolfiqset
e • u
— : Cl — hl “nl
3—1
(Tarrida y Prat’, 1! BlP, pfl.12>
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‘Bailar roe la crdiciM dc que ‘1 producto
(3.211(:.ái> ¡ea ieaqinatio puro”
(U. Librarla Sscrd, II IP, piq.P3>
‘En el cociente de coeplejos:
la, fl>1(—5,b> • (3,—lI, hallar a y b’
(íd. Librería General, ¡131W, pt;.lBl>
junto con
12 en forma
Asimismo la letra “x” se encuentra empleada,
la “y”, unas veces como variable y otras como
tomo variable en la definición de número comole
—
binómica’
‘Ile Meno coeplejo e,, ~veahinlaica ti un atiero de la farad
y • yi
dlade ¾‘ e ‘y’ Sm dos edictos realen cualeoquiera’.
Y podemos ver su uso como incóonita cuando es
empleada, junto con la “y”, como ejemplo en la descripción
dei cálculo de la raíz cuadrada de un número comolejo e,,
forma binómica, en el que se dicel
‘Para calcular la raíz cuadrada del atiero z 5 • (21 se procede del si ;uit~te
¡ojo. hamos a la rail í • yi. Deberá cnplirse que:
(E • y11 • 5 • 121
y desarrollado...’
Así vemos como la letra “vi” pasa de un tipo de
empleo a otro sin que se haga ninguna advertencia respecto
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a los distintos significados matemáticos que se le están
atribuyendo. Por otro lado, un mismo empleo, como es el de
incdonita. es expresado por diferentes letras.
¡.6.2. EN LflS TEXTOS tJt4IVERSITARIOS.
estudiar
números
mantiene
¿Y qué sucede al pasar a la Universidad? Al
las funciones de variable comoleja utilizamos los
comolelos. ¿Cuál es la notación empleada? ¿Se
la “z” que es tan general en SUP?
Si se toman dos textos clásicost
1. Curso de variable comoleia. LEVINSON Y
REDHEFPER.
2. Variable comoleia y sus amílcaciones
.
CHURCHILL.
nietros reales ‘a’ y
El primero comienza, en la página 2, definiendo:
‘Se daloe m, numero roalejo e por do.
‘b’, y se designa pr
e ‘ a • ib
Y para definir la suma toma dos números:
a = a + ib y a = c + Id
Utilizando por tanto las letras griegas “a” y
“6” en lugar de la “z”.
Pero, ya en la página nfl 3 aparece “t” como
Incógnita en la ecuación:
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cuya solución es la diferencia “<3 — CC”. Y sigue en la página
n9 11 con la figura: y
c
x
donde se repite la notación encontrada en BUR: z = x -f iy.
A partir de este momento, la letra “z” represen-
ta al número cocolcio tanto en su uso como incógnita como en
su uso como variable. Esto se aprecia muy claramente en los
ejercicios.
Como ejemplos tenemos el Problema nQ 1 en la
página n2 36,
al ¿Para qud valse. de o no su retinas las funciuce siguientes?
í za~í
1, —
hí ¿talles de las funciones anterises poseen sil;rllaridades evitables en al;tn
punto, o puntos del plano usplejo finito y, ‘‘‘7
Tenemos asimismo el problema nQ 6 en la página 57,
heastrar apoyándote en <2.51 que la Ipaldad e” • cas • 1 sen o sigue siendo
válida cuando o cm co~lejí.
O el problema nQ 2 en la página 359,
llariesdo o • r e en la serie geoaltrlca de seca — e igualando la,
1—:
cwrcsssdleotes partes reales, deducir que
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En la teoría se compatibilizan las letras “e” y
“a” con la “z” cuando es necesario expresar más de un Qi~nl!fla
comolcio. Por ejemplo, en la pÁgina 12 tenemos,
El subtitulen. o poe o” n, donde e es en nIceno coeplejo cualquiera de
alduIn 1, entonces
Pero, en general, se prefiere utilizar la letra
“o” aunque sea necesaria la ayuda de subíndices, como se ve
en el problema n2 3 de la página nQ 266,
SI todní los puntos o. sal distintos, deenstrar que la randa siafle
(Za — ¡SI ¡ (tu la>
es livariaste e,, las trans*orearlaaec lineal,.
Veamos en el texto de Churchill.
Aquí parece que la nomenclatura está clara desde
el principio y en el misn~o sentido que en ~W. cn la p¿;ina
nfl 1 encontramos la definición de número comolejo
:
1~I ulcero coeplejo se detint con un par (:,yl de ulaerus neales e ~
en un cierto ca-den,
• (:,yt
y sujetos a las reglas y leyes operativas que sc e.p.d fican ¡ continsaclin.
En las páginas siguientes desarrolla la teoría
sobre los tipos de números comolejos que pueden darse y
sobre las formas de operación entre ellos manteniendo la
escritura que ha usado en la definición.
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Vemos, pues, que se emplea la letra “z” para el
número complejo y las letras “vi” e “y” para los riSnr.r.a
reales que constituyen las componentes de este número.
Nos parece importante resaltar que la nomencla-
tura se afianza, clarificadora, en la Universidad y que
sería de desear que en BUP, cuando el alumno mantiene los
primeros contactos con los números complejos, se empleara
este mismo procedimiento, pues es el momento en que más se
precisa de una ayuda para la comprensión de los nuevos
números.
Una notación inequívoca creemos que ayudaría al
estudiante a mejorar la comprensión de la noción de ~
compí e jo
’
En apoyo de esta tesis, de que la introducción
de nuevas notaciones puede favorecer o perjudicar el
aprendizaje de una nueva noción, recordemos que la noción de
número comolejo comenzó su auténtico despegije cuando
Leonhard Euler en 1779 introdujo la “unidad imaginaria i” en
lugar de la simbolización (¾ empleada hasta entonces. Con
esa notación se evitaban las paradojas surgidas de la
natación anterior <2>.
<2) La raíz cuadrada producia paradojas como las
si gui entesí
4V. -TI 22ff <Y>
= 1 y <-rl>’ = —i <II>
La primera <tí, porq ue el primer miembro 41 + 41.
puede tomar los valores —2, 0 y 2 según tomemos para 41
los valores +1 o —l mientras que el segundo miembro
solamente puede tomar los valoree —2 y 4-2.
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El número complejo es un objeto matemático cuya
Aparición se ve retardada históricamente durante siglos por
falta de una buena comprensión de sus posibilidades de
existencia.
Teniendo en cuenta que esas dificultades de
alguna forma se van a presentar en los alumnos para la
comprensión de estos números CPiaget, 1962>, todo esfuerzo
encaminado a mejorar esa comprensión será interesante y, en
particular, nosotros apoyamos el de emplear una nomenclatura
clara y precisa que diferencie el núero complejo del número
real en cada momento.
Esta escritura podría ser la de emplear la letra
“z” para los números complejos y las letras “r0” y “r” para
las componentes reales de ese número gomolelo reservando la
“x” y la “y” como incóonitas en números reales
,
Incluso sería importante, didácticamente hablan-
do, intentar diferenciar la variable de la nncóonxta
mediante una escritura que así 10 permitiera.
La segunda nI), porque podemos realizar los cálculos
de las dos formas siguientes:
(“el cuadrado de una raíz cuadrada”> = —1
(4¾), = - =41-
En la segunda paradoja (II), que es el caso que ahora
estamos considerando, la notatión de Euler subsanaba la
dificultad pues í> = —I pero no se puede confundir
í=JWi con ~i~4ti
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Respecto al uso de unas letras u otras, recorde-
mos que hemos visto cómo los alumnos han asimilado la letra
vi como representante de la incóonita en las ecuaciones con
números reales, hasta tal punto, que en su trabajo con las
Inecuaciones, al aparecer la letra “vi”, muchos alumnos con-
vierten la inecuación en ecuación y se aprestan a resolverla
para calcular el valor de la “x’.
En la ense~anza de los números complejos nos
encontramos con otra dificultad: El alumno debe abrir el
campo de su pensamiento para comprender el conjunto que
representan, como una ampliación del coniunto de los númer~j
reales. Pero la noción de namero real es todavía reciente
pues se incluye en los programas oficiales durante el mismo
curso de 12 de SUP. En este curso de 12 de SUP se le exige
al alumno de nuevo la comprensión y el dominio de la noción
de número comolejo
.
Observamos que en ambas introducciones <la de
número real y la de número comolejo) se está pidiendo al
alumno un CAMBIO DE ETAPA en el desarrollo del conocimiento.
Me refiero a los CAMBIOS OE ETAPA en la formación y
desarrollo del conocimiento, expresados por Piaget=García,
p.134, y que requieren del alumno un salto cualitativo en la
formación de su conocimiento.
Por esto, y en beneficio de esa formación y
desarrollo, creemos que se debe hacer el esfuerzo de unifi-
car la nomenclatura desde el inicio de cada noción, procu-
rando evitarle al alumno cualquier posibilidad de confusión.
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¡.7. S CASO DE LA Y~IAS..E AI.EATOR¡A
Vamos a ver ahora otro tipo de dificultad creada
en torno al concepto de “variable”, y más concretamente de
variable aleatoria
.
La noción de variable se usa en las Matemáticas
de Bachillerato pero únicamente se encuentra teorizada en el
estudio de las Probabilidades como variable aleatoria
En el estudio de la probabilidad se usan las
variables aleatorias. Podemos leer en un libro de 32 de
SUP <Taniguchí. Ed. Eunibar. p.242):
‘Sea O cl suceso total o espacio cuestral dc u,, cíperjeento aleatorio. Se llaca
y¡rlj>jj ¡J~j~fl (v.a.l a toda aplicarlin dc la forcaz
II O —...> O (It,<ntecroe reales)>
(tslrvese que 1 aplIca a cada suceso eleceutal en u, pauto dc la recta real y que
coo un ei.o O se pueden definir infinitas v.a. dististasí’
Esta definición de variable aleatoria, con
ligeras modificaciones, es la normal en los textos de
Bachillerato.
Ahora imaginemos una variable aleatoria ‘X0
correspondiente a un espacio muestral o espacio de sucesos y
tomemos un suceso que puede producirse <1)0 o no <O), con
probabilidad “p” y “q” respectivamente. Por ejemplo;
“Obtener un 5 al lanzar un dado”
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valores probabilidad
de
1 “Obtener un 5” p =
Xf
O ‘Mo obtener un 5” q = 5/6
Supongamos que queremos trabajar ahora con la
variable 2vi que es una iorma de e,<presar vi-4-X. y, cogrln las
reglas de álgebra que conocemos, podríamos esperar que
iuese, por CjCmplO
“Obtener dom veces u
O ‘No obtener dos veces 5’
Es decir. que si la variable aleatoria “vi” podia
tornar los valores del con junto {O, 1). la variable aleatoria
~tX 2Y pedría tornar los del conjunto -O,2).
Pero, sin embargo, si pensamos en la variable
aleatoria ‘1”. que podenos estudiar cuando el e~per 1 sento
anterior se realí Yo’ ve c,ss consecu’tíva; y de forma írjde—
pendiente, tendríamos otro codo de entender vi-fU Psi:
— “Obtener dos veces 5’
7 “Obtener una vez 5”
O “Mo obtener ningún 5”
y comparando con la variable aleatoria “2X” del
evperimento imaginado, comprobamos que
Z 2X
o expresado de otra manera más Sorprendente. Podemos ver que
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en este caso
X • X 4. 2K
Se trata aqut de un ejemplo para comprobar que
el cálculo habitual asociado a las ~irflk.iis puede resultar
FALSO para un caso particular del uso de las mismas.
De modo que debemos considerar el dominio teóri-
co dónde trabajamos para poder diferenciar los distintos
tratamientos que vasos a poder darles a “las variables”
.
¡.9. VARIABLE EH It#CUAC¡W~
Vamos a ver ahora el uso de las variables en
relación con las inecuaciones ya que éste es nuestro campo
de estudio principal.
Por ejemplo, cuando escribo
y =
expreso que “y” es una función del tipo “g” de “vi”. Esto
también quiere decir que existe cierta expresión
f<x,y) = O
Estas dos relaciones son equivalentes porque
corresponden a la misma función. Si se tiene una equivalen-
cia entre estas dos expresiones, tengo una relación entre
“4” y “g”.
Es decir, yo puedo definir “y” Como una variable
función o ,‘ariable deoendienteí g<x), y estudiar cúales son
los valores de “y” que cumplen, por ejemplo
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y<D
es decir: gcvi) O
en este caso se trataría de resolver una inecuación con una
incógnita. Se trata de encontrar los valores de la variable
“vi” que hacen negativa a la variable función “y’í o, como
decimos abreviadamente, a la “función y”. Pero también puedo
definir la función “fÓu,yl” como otra variable “z” y puedo
estudiar, por ejemplo, para qué valores de x e y” se
cumple que
z<O
es decir, para qué valores se cumple que
f(x,y) < O
o incluso todavía, volviendo a la escritura inicial, cal-
cular para qué valores de “x” e “y” se cumple que:
y < g<x)
ahora se trataría de “resolver” una inecuación con dos
incódnitas
,
El concepto de variable en inecuaciones tiene
unas características que la hacen más difícil de aprehender,
por los alumnos, que la variable en las ecuaciones.
Así como, en el tratamiento de la incógnita, las
inecuaciones tienen una forma de resolverse que reproduce en
muchos de sus pasos el trabajo que se debe hacer para resol-
ver las ecuaciones, cuando tenemos que interpretar y traba-
jar con una desigualdad con dos variables nuestras manipula—
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ciones son muy diferentes que las que hubiéramos hecho con
una igualdad con dos variables
.
En el caso de una función real de variable real
que es un caso de igualdad, sabemos que para cada valor de la
variable indeoendiente “vi”, tenemos un valor único de la
variable deoendiente “y”, que es la imagen de ese valor vi
y que, junto con él, forma un ~ que es la escritura de un
punto que pertenece a la gráfica de esa función.
Esta situación gráfica, derivada de la escritura
simbólica de la igualdad, no tiene s.j correspondiente en el
caso de la desigualdad. Aquí para cada valor de la vi
pueden corresponder infinitos valores de la “y”, lo cual es
desconcertante para el alumno que ante una expresión
simbólica muy parecida encuentra una situación gráfica tan
diferente. No se trata aquí de realizar peque~’os retoques en
el tratamiento que se daba a las ecuaciones, es que la
situación ha cambiado de tal manera que aquellas técnicas no
sirven ya, ni aunque se pretendan transformar.
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cí uso de las letras en Algebra no “cae por su
peso”, no va de soi”. Son muchas las interpretaciones
posibles para ellas y, también, como hemos visto, los
diferentes usos que de ellas se pueden hacer, No se puede
esperar que estas concepciones se establezcan espon-
táneamente y de forma correcta en los alumnos.
En el análisis que se acaba de exponer, así como
en el análisis del cuestionario y a través de las entrevis-
tas individuales, se han presentado algunas de las importan-
tes deficiencias observadas en los alumnos,
En pocos casos se han intentado introducciones
especiales para las letras Ip. ej .:“Thinking with letters”
del libro de Algebra del Shell Center for Mathematical
Education — University of Nottingham o “Writting to learn
Algebra” Universidad de Louisiana, 1988) y, aun en estos
casos, no se conocen estudios sistemáticos de los resultados
obtenidos con su aplicación.
En mi opinión, el uso de las letras necesita una
toma de conciencia por parte de los profesores. Un reconoci-
miento de las dificultades que comporta, y una toma de
postura ante esta situación,
No se trata tanto de una ense~anza sistemática
de los distintos usos de las letras, como de la reflexión y,
eso Sí, de la discusión Sistemática de la función de cada
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letra en cada momento.
Cuando el profesor y el alumno se encuentran en
la situación de usar de una letra, deben dejar clara cons-
tancia de cual es la función que esa letra está desempe~ando
en ese momento. Esa función debe ser explicitada (predeter—
atinada y concordada) de un modo sistemático. Hasta nos
atreveríamos a decir “insistente”.
.1 ¡ • 1. FAH¡LIARlDAfl.
El uso de las letras queda inscrito en el uso
del lenguaje matemático y como tal debe llegar a ser~ en
cierto modo, “familiar” al alumno.
Esta familiaridad debe ser tanto más buscada
cuanto que no es espontánea.
El lenguaje materno disfruta de esta familiari-
dad gracias a la reafirmación de lo cotidiano. El lenguaje
matemático debe luchar contra esa falta de cotidianeidad. Al
no sufrir su exigencia, no va corrigiéndose diariamente y
pierde cierto rigor en la precisión, que, sin embargo, es
necesario que exista.
Los matemáticos, en general, pero ante todo los
profesores de matemáticas debemos estar vigilantes para que
la pureza y el rigor no resulten inútiles ante la falta de
buena comprensión del instrumento empleado (en nuestro caso,
de la base de ese instrumento, que son las letras).
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La matemática, como lenguaje, es un instrumento
genérico que debe mantener su precisión ya que ésta es una
de las bases de su potencia de razonamiento: La no--
ambigúedad, la “indeformabilidad” como dice R. Barthes
<19573 en “Mythologies” <citado por Y. Chevallard <1920)1
“c’est re qui aa-ny, a, laogage eathiaatlque. En soi, c’eut un 1 aegqe
indfloreable, qui a pris toates les prÉcautisas poisihlas contre ‘l’interprd’
tatino’; aurune siqoiflcatlon par:site oc pett 5’ Inslnoler ce luí’.
Es el viejo sue~o de Leibniz con su Caracterís-
tica Universal: el lenguaje como instrumento objetivo de
razonamiento imparcial que encuentra su e>~presión en el
lenguaje matemático, precisamente posible porque es una
lengua bien hecha”, en palabras de D~4lembert.
Así, el prestigio del razonamiento matemático,
se basa en su “buena hechura”, en su “indeformabilidad” y
por tanto en su falibilidad rigurosamente determinable.
Estas características hacen deseables las
conclusiones obtenidas a través de ese razonamiento, se
~puede confiar” en el lenguaje matemático y en sus con-
clusiones porque ofrece esa garantía, es fiable.
Pero, simultáneamente, el lenguaje matemático
exige de quién lo emplea un perfecto conocimiento de las
reglas de juego y del significado preciso de cada uno de los
términos empleado en cada una de las situaciones.
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.11.3. C~4D1C1e~S DEL MAnC PARA ESTE PP~mD1ZA3E. <noei
tE PPARICIÓN DE LAS DISTINTAS CQCEFCII~~S
.11.3.1. VAL<n ÓN¡W
El alumno, cuando usa las letras espontáneamente
<como se verá en el capítulo del análisis del cuestionario
sobre el uso de las letras) comienza por la utilización de
éstas representando a UN SOLO valor. Considera que la letra
está sustituyendo a UN número no conocido hasta esa momento.
Tiende a estimar la presencia de la letra como
algo PROVISIONAL o CYRCUNSTANCYAL. Esta presencia es consi-
derada necesaria, en tanto en cuanto que TODAVÍA no se
conoce su valor, pero será sustituida, lo más pronto posible,
por el número “que le corresponda”. El alumno intenta encon-
trar ese único número con urgencia, empleando todos los
recursos posibles, incluso recursos paramatemáticos como es
el caso de usar el orden alfabético en isomorfismo con el
conjunto de los números naturales <sin el cero) para averi—
Quar el valor de la letra que se está empleando.
Hay una importante resistencia a considerar la
letra como representante de varios valores posibles. La
primera tendencia, espontánea, que se observa en los alumnos,
y que permanece durante aros en algunos, es la de que cada
letra representa SU <propio> valor.
Cuando comienza a comprenderse la posibilidad
de varios valores, éstos son concebidos como valores posi-
bIes sucesivos.
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.11.3.2. YMO~S SIIZSIVOS
En el caso de las desigualdades. En el ejercicio
e del cuestionario, el alumno tiene que interpretar por
ejemplo:
q<4
y para muchos alumnos de 7! do EEB la letra “q” representa
*4 número que, al ser “menor que 4”, es traducido por el
“primer menor que 4” de modo que la primera representación
que nos encontramos es “q3”.
táneas,
aF~os)
Como ejemplo de estas posturas iniCiales~ espon—
tenemos la entrevista individual con Rebeca (12
Prof.: ¿Qué crees que significa “q<4”?
R. Que “q” es mayor que “4”.
Prof.: ¿Por ejemplo?
RA” q” puede ser “5”. uNo! i”q”
Prof.: ¿Entonces?
R.2”q” es “3”.
Prof.: ¿“q” es un número?
es menor que “4”!
(La pregunta se hace usando el verbo “ser” pues
es el usado por el alumno para responder: “q es 3”)
R.: No, es una letra, pero puede representar a UN
número.
Prof.: ¿Puede “q” ser otro número?
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LI <tuda casi un minuto) A lo mejor, “q” puede ser
“2” ó ‘1”, no sé.
Cuando se le insiste, Rebeca piensa en la posi-
bilidad de otros números, pero no a la ver que el primero,
formando un conjunto con él, sino en sustitución de él: 2 6
• - ~ ~ Ella cree que HAY DIJE SABER. Cree Que el número
que está detrás <o dentro) de “q” es único y puede ser “3” ó
“2” ó “1” pero que no lo sabe ahora. La expresión “q < 4” no
alcanza, para Rebeca, un sentido en sí misma, “q” es “UN
algo” <un número porque estamos en Matemáticas> del que ella
sabe solamente que es menor que “4”, y como esto no basta
para conocer ese número, solo puede intentar adivinarlo.
Cabe la posibilidad de que sea, o bien “3”, o
bien “2” o “1”, es decir, uno u otro, pero la alumna no
considera la posibilidad de que “q < 4” represente a TODOS
los números que son menores que “4”.
Los números posibles se le presentan de forma
“sucesiva”. Piensa en ellos, uno tras otro, tratando oje
averiguar el motivo que puede ayudarle a seleccionar uno u
otro, y al no encontrarlo dice QUE NO SABE.
Falta, para estos alumnos, el paso conceptual
que lleva a considerar la eopresión “~ < 4” como un CONJUNTO
DE NÚMEROS. Se trata de considerar el CONJUNTO DE NÚMEROS
como un ente matemático, y susceptible de ser manejado como
tal.
Analizando los datos del estudio estadístico se
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puede deducir cómo evoluciona esta concepción desde Séptimo
y Octavo de ESE hasta Primero de PErI y BIJP respectivamente.
porcentajes
dada, en el
En la tabla siguiente se consignan los
de alumnos que han interpretado la er.presión
ejercicio citado, como un conjunto de números.
72 y 82 de ESE
12 de REM
12 de BUP
17 7. de alumnos
227.
577.
Se aprecia que no se trata de una concepción
espontánea, pues solamente el 17 ‘1. de alumnos logra alcan-
zarla en los dos primeros aKos de ense~anza del álgebra.
Asimismo la evolución hasta 12 de REm, aunque
positiva, es muy pequeaa, pues sólo la llegan a alcanzar el
22 7. de los alumnos encuestados,
Solamente en 12 de BUP tenemos un aumento algo
significativo, al conseguir el 57 7. dc los alumnos demostrar
su comprensión adecuada.
.11.3.3. VM..~S SISLTAIEOS.
La letra como “conjunto de números” es una de
las concepciones que más tardan en Ser adquiridas por los
al uen os.
La pregunta nS 6, comentada en el punto anterior
y que lleva la desigualdad, CS, considerando a los alumnos
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globalmente, la peor contestada de todas,
Se trata en ella, como ya hemos dicho, de que
los alumnos comprendan la significación de “q” en expre-
siones como “q < 4” en las que “q” representa a TODOS los
números que son menores que cuatro” y que forman, por
tanto, un CONJUNTO.
Como una muestra más de la dificultad de
comprensión de estas letras se expone el caso de Juan Anto-
nio que resulta opuesto a los alumnos como Rebeca, cuyo
ejemplo se acaba de ver. tstas son sus respuestas en la
entrevista individual;
Prof,: ¿Qué quiere decir q < 4 7
3.4.; Que “4” es mayor que “q’
Prof.: ¿Puedes decir algo de “p”?
J.4.: Que vale “25”.
Prof.: ¿Cómo es eso?
J.A.~ Los números menores que “4” son “3”, “2” y
“1”. Tendría que multiplicar “3” por los tres primeros
números entre paréntesis y luego sumarle el “7». Me sale
“25”.
La operación que ha hecho es5
3 <1 + 2 + 3) + 7 = 25
Los alumnos como éste, consideran la expresión
“q < 4” como un CONJUNTO de números, pero diríamos que en
forma excesiva, la hemos llamado TOTALIZADORA, pues en el
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momento de usar esta interpretacitn para una igualdad no
saben separar los distintos valores y hacen la substitución,
TAMBIÉN, de todos a la vez.
El caso de Juan Antonio nos muestra una
interpretación de la expresión “q < 4” próxima a la
interpretación correcta de la letra como conjunto de
números, pues él ve diferentes posibilidades para el valor
de “q”. El error de Juan Antonio es que, en el momento de
calcular, considera esos valores como “simultáneos” y reali-
za el cálculo con todos los números que cree posibles, el 1,
el 2 y el 3 pero, insisto, tomándolos de manera simultánea
con lo que, en realidad, está operando con el número “suma”
de ellos.

CAPÍTLLO 32
1» ;S¡RWS O Sí~OLUS
’
En cualquier estudio que emprendamos y en el que
queramos comunicarnos con los demás, la precisión de la
terminologia emploada es necesaria si no queremos arriesgar-
nos a no ser comprendidos.
En el estudio que nos ocupa nos encontramos con
cierta dificultad de terminología, pues las Didácticas espe-
ci ficas son parte de una ciencia, la Didáctica, en la que
repercLLten de manera especial las sucesivas ampliaciones y
profundizaciones de los distintos ámbitos del conocimiento y
en la que se está creando terminologia o se está adaptando
de otras ciencias a sus propias necesidades.
Queremos estudiar las dificultades que los
alumnos encuentran con el uso y la interpretación de las
letras, lo que llamamos dificultades de simbolización y por
tonto nos interesa saber si al hablar aquí de simbolización
estamos usando los mismos términos que emplean otras cien-
cias que están en relación con el tema, pero que quizá los
usan con distintas significaciones que nosotros.
Además de los análisis propiamente didácticos.
como las “observaciones didácticas” de clases, “entrevistas
de diagnóstico” con aluenos, cuestionarios etc., queremos
estudiar la conexión con estas otras ciencias como la paico—
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logia, la Lingilística, la Semiología, la Teoria de la Comu-
nicación, etc., y conocer el tratamiento que hacen del tema
por si tienen algo que decir respecto a nuestro objetivo.
Especialmente queremos
miento de algunos términos básicos
ésto sirva para clarificar algunos
adquisición de los conocimientos,
del individuo,interacción escolar,
interés en el tema de este trabajo.
profundizar en el conoci—
empleados intentando que
aspectos como: formas de
aprendizaje y desarrollo
y otros, que serán de
Los términos “símbolo” y “signo” son usados en
Didáctica pero no han tenido su origen en ella, Vamos a ver
cómo son empleados en otros campos de estudio.
Comenzaremos por formar una opinión sobre su
significado de acuerdo con su uso común. Para ello
consultaremos algunos diccionarios tomando solamente
aquellas acepciones más importantes o que más nos interesan
para nuestro tema.
Concretamente nos interesa saber si 10 que
estamos manejando en álgebra son signos o simbolos pues,
para conseguir su asimilación, pondremos distintos
mecanismos en juego, en uno u otro caso.
Conocer estos mecanismos facilitará la labor
didáctica y clarificarlos es la tarea que comienza con la
distinción de la terminología empleada.
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1.1. fl~!NxCXWa ctPtRES.
Las reproducciones que siguen tienen cómo objeto
facilitar más cómodamente su análisis.
!.i.1. SíMBOLO
— Diccionario de la Real ~adeSa Espac,la.
<Vigésisa ediciós) <D.R.A.E.) y Diccionario de la editorial
Sopema prácticatente coincidente con ti.
1. Imagen, figura o divisa con que materialmente
o de palabra se representa un concepto moral o intelectual,
por alguna semejanza o correspondencia que el entendimiento
percibe entre este concepto y aquella imagen.
4. (Química) Letra o letras convenidas con que
se designa un cuerpo simple. Así O es el símbolo del oxí-
geno; Hg del mercurio, etc.
(Símbolo? flattcLcQ~ Letra o figura que repre-
senta un número variable o bien cualquiera de los entes para
los que se ha definido la igualdad y la suma.
— Enciclopedia de la editorial Larousse.
1. Cosa sensible que se toma como signo figura-
tivo de otra por razón de uña analogía que el entendimiento
percibe entre ellas o de una convención: ‘Símbolo es una
figura real C. ..3 que, además de Yo que ella es en sí y por
sí misma, desempe~a la función de descifrar y evocar algo
distinto de ella’ (sarcia Morente).
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3. Representación convencional, generalmente
unificada de una operación o una relación matemática, de una
magnitud física, de una unidad de medida, de un componente
de un circuito eléctrico o electrónico, de una operación
efectuada por una calculadora, de un elemento de notación
lingúístiea, etc.
a. (Química) Nombre dado a las letras adoptadas
para designar abreviadamente los elementos; ‘El símbolo del
hierro es re’
— Diccionario Maria flolimer.
1. Cosa que representa convencionalmente a otra:
‘El olivo es el símbolo de la pac’. ‘El papel moneda es un
símbolo del valor de las cosas’.
2. Letra o letras con que se representa cada
cuerpo simple en la notación quimica.
¡.1.2. ~<TARWS fl LAS D~INICI0&5 DE SÍMBOLO.
Respecto a las definiciones de “símbolo’ se
puede ver que
Primero. El diccionario de la Real Academia
Espa~ole reconoce una acepción de siolo algébrico en la
que se le define como letra t..3 con que se designa usfl
mIsero Variable. -.
ES 55to el único caso en que encontramos una
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alusión directa a las letras usadas como símbolos en el
álgebra,
Segundo. Se observan opiniones diferentes
respecto a la relación existente entre el símbolo y lo que
es representado por él.
En algunos diccionarios se habla de “relación
convencional” entre el símbolo y lo que representa. <Por
ejemplo: Enciclopedia Larousse en la primera acepción o
Diccionario María Moliner, primera acepción) mientras en
otros se habla de ‘analogía. semejan~a o correspondencia que
el entendimiento percibe” entre el símbolo y lo representado
(Enciclopedia Larousse, también primera acepción, que ofrece
asimismo esta segLinda opción; y Diccionario de la Real
Academia Espe~ola, primera acepción).
Estos dos tipos de relación, concretamente para
Piaget, determinan un cambio de nombre; En el caso de la
relación por analogía, semejanza o correspondencia se le
llama ‘símbolo’, pero en el caso de una relación conven-
cional, se habla de ‘signo’.
Tercero. En el apartado de Química hay un acuer-
do tota] en la denominación de ‘símbolos químicos’ para los
nombres de los elementos (Diccionario de la Real Academia
Espa~ola, acepción cuarta; Enciclopedia Larousse, acepción
quinta y Diccionario Maria Moliner, acepción segunda), la
mayoría de los cuales son abreviaturas o iniciales, dándose
por tanto una cierta correspondencia que se percibo como
tal.
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Cuarto. En el apartado de Matemáticas, cuando se
alude, se habla es~clusivamente de “representación conven-
cional” (Acepción tercera de la Enciclopedia Laroussel pues
en los otros dos te~<tos ni se hace alusión a la posible
relación eyistente.
¡.1.3. Sísa
— Diccionario de Ya Real Acedada Espagola.
tVig~sisa edición)
1. Objeto, fenomeno o acción material que,
natural o convencionalmente, representa o substituye a otro
objeto, fenómeno o acción.
2. Indicio o se~al de algo. ‘Su rubor se pareció
signo de culpa’
3. Cualquiera de los caracteres que se emplean
en la escritura y en la imprenta.
9. (Matemáticas) Se~al o figura de que se usa en
los cálculos para indicar, ya la naturaleza de las canti-
dades, ya las operaciones que se han de ejecutar con ollas,
It. (Música) Cualquiera de los caracteres con
que se escribe la música.
LtQ~i.IithiS&~ Unidad mínima de la oraci6n, constituida por un
significante y un significado.
DIt3~Efl- El que nos hace venir en conocimiento de una cosa
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por la analogia o dependencia natural que tiene con ella.
~tatLz~ (Matemáticas) ‘menos”, ‘signo’ de la resta
a~LtLs~9 (Matemáticas> ‘más”, “signo” de la suma.
— Diccionario de la editorial ~opena.
i. Cosa que evoca en el entendimiento la idea de
Otra.
2. Cualquiera de los caracteres de la escritura.
7. (Matemáticas) Se~al para indicar las opera—
cionos o la naturaleza de las cantidades. Signo negativo:
Menos, signo de substracción o roste que se representa por
una rayita horizontal <—>.Signo positivo’ Más, signo de suma
o adición, que se representa por una crucecita <4>.
9. <Música) Cualquiera de los caracteres con que
se escribe la música.
— En le enciclopedia Larousse.
1. Cualquier cosa que evoca o representa Ja idea
de otra.
2. Cualquiera de los caracteres usados en la
escritura o imprenta.
3. Dibujo que es símbolo
1 seWal o representación
convencional de algo. ‘La cruz es un signo del cristianismo’.
5. Signo natural, el que da a conocer una cosa
por la dependencia directa que tiene con ella.
a. signo pr costu~re. aquel que, debido al uso
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continuado, pasa a significar algo diverso a su naturaleza.
7. (Matemáticas> Símbolo que representa una
operación o caracteriza a una magnitud determinada. Regla de
los signos, regla que establece el signo del producto, en
virtud do la cual + por • y — por — dan •, 4 por — y — por 4
dan —‘
9. (Música) Convención gráfica con que los músi-
cos representan las distintas características de los sonidos
musicales: altura, duración e intensidad.
— En el diccionario Maria Itliner.
1. <Se7<al> Cualquier cosa, acción ó suceso que,
por una relación natural o convencional, evoca otra o la
representa: ‘Estrechar la mano es un signo de amistad’
t Particularmente, “dibujo con que se indica o representa
convencionalmente algo; como las letras, los números y demás
dibujos que se emplean en matemáticas para indicar las
operaciones, los dibujos del Zodiaco etc.
* (Música) Cualquiera de los dibujos que representan sonidos
o cualquier indicación para la ejecución.
1. ti. I~Ve<rAR1OS A LAS DEFINKCIOtES DE SIBPC.
Primero. El número de acepciones del término
“signo” es, en todos los diccionarios, mucho mayor que el
del término “símbolo” lo que nos llevaría a considerarlo un
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térsino más amplio.
Segundo. c~:iste cierta confusión del término
“signo” con el término “símbolo” en las acepciones tercera y
séptima de la Enciclopedia Larousse. Sobre todo en esta
última se define el signo como un tipo especial de símbolo.
cl “símbolo” serí.a aquí el término genérico y ol”si gno” una
clase particular de él.
Tercero. Respecto a la relación entre el signo y
Jo que representa, se alude con más frecuencia a la relación
natural (acepción primera del D.R.A.E; quinta de la Enciclo-
pedia Larousse; y primera del Diccionario María Moliner) o
convencional (acepción primera del D.R.A.E; acepciones ter-
cera y novena de la Enciclopedia Larousse; y primera del
Diccionario María Moliner> que a la relación por analogía o
correspondencia, ~que se da sólo en el D.R’.ñ.E. cli dos
acepciones~ una, implicitamente, en la segunda acepción, en
el caso del “indicio”, observando el ejemplo, y otra en el
erplícito caso particular del >‘signo natural”>.
Cuarto. En el caso de la Música hay un total
acuerdo en los cuatro diccionarios a! denominarlos como
“signos” en vez de “simbolos” (y en la Enciclopedia Larousse
como signos convencionales”).
Quinto. En el caso de las Matemáticas se observa
que el término “signo” Se IDENTIFICA, con mucha frecuencia,
con los casos particulare~’•”signo negativo y signo positi-
ve” pues en tres de los cuatro diccionarios se define,,
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císramorte como “signos” el más (+1 y el menos (—1 (usados
como signos dc operación o como carocteri:ación de los
números positivos o negativos> y solamente en el fliccionario
María Moliner se pone como ejemplo dc signos matemáticos a
“las letras, números y demás dibujos que Se emplean para
indicar las operaciones”
RESUMIENDD: 1. En el conocimiento popular los
“signos nteáticos” por excelencia son el (4) y el (—1
Se ve así una cierta contradicción entre el
carácter más amplio del término “signo” y la denominación
muy concreto de “signos matemáticos” para el 1+) y el (-1’
Algo semejante observaremos que sucede con eí “signo
lingúistico”.
2. Las letras en ateáticas, en varios casos,
no aparecen consideradas ni como signos ni coso símbolos <no
se las nombra ni en la Snciclopedia Larousse ni en el
Diccionario Sopenal y en los casos en que aparecen nc lo
hacen en el mismo status: En el D.R.A.E. aparecen como
“s<~olos algébricos” y en si María Moliner aparecen como
“signos” en una acepción general junto con “los números y
demás dibujos”.
Vemos pues cómo son consideradas en un caso como
‘signos” en sentido general y en otro como “símbolos” en una
forma particular.
3. Las operacia.es o relaciones ¡matesáticas, por
fin, tampoco son tenidas en consideración, salvo en la Enci—
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clopedia Larousse, donde se dice que se pueden representar
convencionalmente mediante “símbolos’.
¡.2. EN LA S~I~.WiA.
La Scmiolog¿a según Saussure es “la ciencia que
estudia la vide de los signos”, de modo que nos interesa
saber cuáles son los conceptos de “signo” y “símbolo” con
los que trabaja pues, digamos, que pueden aportarnos una
determinación científica básica.
1.2.1. SIOtO.
Según la idea general de las definiciones
que acabamos de ver: Signo es cualquier cosa que Sirva para
evocar o representar a otra.
También según el diccionario do Filosofía de
Abbagtiano (Eco, 1976 p.71 ““Cualquier Objeto o acontecimien-
to, L’tilicado como se~ai de otro objeto o acontecimionto”
Pero para la Semiología actual <o Semiótica como
prefieren 11¿~marIa los filósofos americanos) las cosas no
Son tan sencillas.
Según Morris ¿1938>:
una tos, ti SiguO •ol»iott po,’qt. it interpretado Co., signo de algo
por un intlrpr.t.’ ]..j’...por tilo, La Se.Iitic, no tiene nada que ver ten el
estudio de un tipo particular de objetos, sino que se renac, a los objetos ordina-
rios en cuanto (y soIa.tfltt en teamiol participan en el proceso de setiosis
t9~
Según Eco <1976, p.2Q>, la palabra semiosis
puede ser tomada como “proceso de comunicación0 uso e
interpretación de los signos”
De este modo, según Morris, el signo solo cobra
e~istencia en la medida en que haya un ~servador intér-
prete. Es decir, el signo es un elemento de comunicación por
e~tcelencia.
Se dico, en Eco (1976, p.33):
t,~ contestes más recientas da la Soshltica intentos incitir es
ti ntegoria da signo todos los tipos de Selaho que co.onitan de alguna un,., y
que el hombre y los demás nren raiban de otros seres, o de la ‘isuá •aterii
inorqisita, incjusa clasificando con sinos los sd,lmn •tribuitas nl tidi;o
genitico IBrasmí, I~12> y las posibles c.onicacioa,es astráles. Siquiendo esta
diraccián o, estudian también los sistemas U. comimltarlin amin] en la di itipliná
denninída ¡nosniltica (Sebeol, ISiS>, que incluye cualquier tipo de co.unicacilo
comprendiendo lo ro.uoicariln quimica y olfativa,
En los intentos de sistematización del estudio
de los signos se han establecido clasificaciones atendiendo
a distintas características, por ejemplo:
— Fuente de los signos <objetos orgánicos, objetos
inorgánicos,...> (SebeoI~>
— Características del signo (artificiales. na—
tL,rales>. COckha,m (1290,1349? en la obra “Sumea totius
logicas”]
Entre los artificiales, o “con emitente”, se
IncluYen las palabras, los símbolos gráficos, los dibujOs,
las notas musicales etc, y entre los naturales se incluirian
los síntomas e indicios; Manchas en la piel, ruido de pasos,
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nubes negras etc.
<Sebeol< 1
— Carteles de transmisión (materia, anergía....l
— Por el receptor humano del signo (vista, oído,
olfato,...)
— Por el tipo de vínculo que les une al referente,,
Vamos a ver esta última con más detalle por
considerarla representativa a la hora de comparar los térmi’-
nos “signo” y “símbolo’.
En esto caso, Peirce (19741 ha hecho una clasi-
ficación de los signos teniendo en cuenta (como él mismo
dice en la pág. 65> “las diferentes relaciones posibles de
un Signo con su Objeto Uinámico” , es decir la que llama
segunda tricotomía; o como dice Bobes (1989, p.145> la
relación entre significante y denotatLm; y así cataloga tres
clases fundamentales:
SIGNDS [ a. Losb. Los
c. Los
sí mbol os
índices
iconos
que se explican a continuación.
a. Síebolos, Según Peirce
no existe similitud entre el “vehículo
ficante de Saussure) y Su “denotatum”
que 50 refiere).
son signos en los que
del signo” (el signi—
(objeto concreto al
19$
Es un signo que perdería el carirter que lo convierte so un Signo S~ 00
huhiera interpretauf.. Ea tal, cualquier esislén de habla que significa 1. que
significa silo en virtud de poder ser entendida roso poseedora de esa detersinada
signific,ción’
(Peirce.’La ciencia de la sesaitica’ p.Si>
Según U. Weinreich podría a~adirse que se tiene
una relación “convencional’ entre el significante y el sig-
nificado,
b. Indices. Son signos que actúan por una
relación “existente” entre el vehículo y su denotatus,
Los índices pueden ser una muestra física del
“denotatum”.
‘Es un tipo pi putásris al instante el curicter que hace de di un signo Si
su objeto fuera supricido, pero que no perdería Col carácter si no Ciii era inter-
prutmnte. Tal it, »? EJ’%IO DO pedazo di U>r¡ ~ttái*>tta ti agujiro di Uno
tal. coto signo de un disparo; porque sin el diuparo no Cabria tabidc a;ujero; pero
hay te agujero Chi, intependientetente de qne a alquien se lo Ocurra O no
atribuirlo a nc disparo’
Peircs.ft, ciencia de Ii seelitita’ p.3B1
c. lcios Son signos en los que existe una
similitud gcom~tric¿ entro el vehículo y su donotatun. Esta
similitud pueda estar establecida por “convención”, por
rc’rmas ¿por ejemplo la perspectiva>.
En Matemáticas serian un ejemplo las figuras que
se emplean en Ecometría.
‘Es un signo que poseeria el taricter que lo vuelve significativo aun cuando
su objeto no tuviera colstencla; tal coso un traza di lápiz en un papel representa
una lihea geo.ttrica,’
(Peirce. ‘La tievicia de la sesiátaca” piel
Estudiando estas clasificacione~e U. Eco <1976,
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p.S9> opone observaciones y ejemplos que le llevan a afirmar
que:
todo sigoo puede ser cmosi derado como un indice y como un icono, O COSO
su símbolo, seqéu las cltcninstaacias it, que aparece y el uso significativo . que se
ha destinado’
de modo que se relativizan las definiciones de éstos.
Hasta aquí hemos anotado algunas de las clasifi-
caciones que nos han interesado pero hay autores que afladen
otros tipos de signos que nos interesan también:
Son los signos quasi—simbolos. No tienen un
“status” completo de símbolos pero comportan alguna función
si mból i ca.
Por ejemplo las se~~g~ que pueden ser signos que
suestran la existencia de algo””Daba se~ales de dolor”, O
son representación de algo.’” La bandera a media asta es
setal de duelo”. Pero también pueden ser signos establecidos
convencionalmente para avisar de algo o dar una Orden: “Un
grito fué la ee7íal de ataque”, “El director din la se~al de
entrada a los violines”.
Los sLntoma~. Signos que revelan el estado del
sujeto. En general son signos que muestran estados subjeti-
vos (enfado, alegría, ira,..> pero que también pueden ser
objetivados. Por ejemplo, en Medicina: la fiebre es un
síntoma de infección.
Recogiendo gran parte de estos análisis Eco
<1976, p.64) propone una nueva articulación que califica de
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provisional y que incluimos a continuación (Tabla 1)
signos
naturales artificiales
1 ¡
síntomas indices productivos substitutivos
1huellas indicios
horno— hetero—
substanciales ¡
proyec— carac—
tivos terizantes
intrínsecos traslativos ostensivos
símbolos índices signos emblemas
lingiaísticos vectores visuales
abstractos
otros
TABL4 1
Podemos ver en estas clasificaciones, de Peirce,
de Eco, y en las definiciones de Weinrich y dm Morris, la
enorme amplitud del término “signo’ que es considerado como
un término genérico cuyo estudio es la base de la Semiolo-
gía. También vemos que los términos “símbolo” e “índice” no
son otra cosa que casos específicos de un concepto más
general que es el de ‘signo”.
sido
para
ci ón
1.2.2. 9I9~ LINGUiBTIW.
En el estudio de los signos, el lingilístico ha
estudiado de forma especial debido a Su importancia
la comunicación humana. En nuestro tema de investiga—
resulta también esencialmente interesante pues, en el
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trabajo algebraico, hay que “traducir’ muchas veces de la
lengua materna, o común, a la lengua algebraica o viceversa,
de modo que vamos a profundizar un poco más en él.
El signo lingúístico según Saussure se compone
de dos partes: significante y significado.
El significante, según él, es la parte sensible,
lo que percibimos, la “imagen acústica” <o visual ..A, en
tanto que fenómeno psíquico. Distinto del fenómeno físico
que sería la forma fónica.
El significado, siempre según Saussure, es la
idea del objeto o del concepto que es representado. Es. al
igual que el significante un fenómeno psiquico, como nos
recuerda Ullmann (1966, pp.22—23):
‘En la firmula de Saumnure, la lengua es houoginen:’es ue sistema de sign~¡ co
el que sólo es esencial la nilo del significado y de la imagen atistica y es el
que las don partes del signo son igual .ento psíquicas’.’
CUII.anu nos dice que la cita es del ‘Curso’ de
Saussure lpp. 56—59 de la tradoccimn de A.iluo,sull
Según la semiótica americana, representada por
Ch. 5. Poirce y Morris, las componentes del signo (ahora ya
en sentido mas amplio, no solamente lingiiísticol serían
cuatro:
a. El intérprete. Individuo para quien la aso-
ciación de significante y significado funciona como un
signo,
b. El interpretante. Reacción0 o disposición
para responder, que el signo produce en el intérprete.
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“Hábito’ adquirido a partir do un proceso estímulo—reacción.
c. La significación. esto es. el significado,
que, para Mórris se desdobla en dos aspectos: 2.a. el signi-
ficaba o clase de objetos a que se refiere el signo y 2.b.
el denotaban que es el objeto concreto referido por el
signo.
d. El sign—vehicle o vehículo del signo. Este es
equivalente al significante de Saussure. Es el impacto
perceptible por uno de los sentidos del receptor. No debe
confundirse con un fenómeno físico sino con un fenómeno
psicol ógico.
1.2.3. SIS~O 4L~~A1cO.
En el caso de lo que llamamos ml “signo alge-’
braico” podemos considerar, como en el ‘signo lingúístico”,
la existencia de un significante que seria el número, la
letra, etc. • y un significado que sería el concepto de
número, los distintos conceptos representados por la letra,
etc.
Según Ullmann (trad. 19661:
‘La coapreosí en de todo signo cooveruclan.l presupone e,perimnclas pasadas.
ikiclaer.te lot sigues ‘suMilcos’, qu.Ilos que recuerdas a la cola designada,
- —— ;u;g;l ~iríai¿espoqúáñea.eate la atenclán a ella desde su prifera aparicilo.
La ioterpretacito de los siguos lingéisticos depende, pues, de nao juego
deilcadon 1. ,ctn.Iiz,cItu de lot tiesmstos vIrtuales,’
(‘Introducúlo a la setiontica irarncesa’ pi!1
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La lengua algebraica no sería una lengua simbó-
lica desde el punto de vista de la analogía, pues los signos
empleados no recuerdan “por analogía’ a los conceptos que
representan.
De hecho~ incluso hay en ella signos unívocos y
otros que no lo son. Por ejemplo una ‘Y’ es un signo no
unívoco, aún en álgebra elemental, pues puede representar
objetos matemáticos diversosz Puede ser una incógnita con
uno o varios valores posibles, pero fijos, en una ecuación y
puede ser una van abí e en la e>:presi ón al gebraica de una
funnci ón.
Por tanto, podríamos decir, con Ullnann, que es
una lengua de signos convencionales y que la comprensión de
los signos algebraicos, su utilización y su interpretación
dependen, pues, de un juego delicado.
Esto debe ser tenido en cuenta, por la Didáctica
de la Matemática, cuando se trate de introducir las letras y
las e~presioncs en las que sc utilizan. Se tendrán que
considerar las e>:periencias anteriores de los alumnos, y
saber que la complejidad del sistema que se quiere intro-
ducir exige toda la atención del profesor para conseguir que
el aprendizaje sea significativo.
Pero cambiemos el enfoque hacia la Linguistica y
veamos algunos otros autores,
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1.3. EN LImUISTICA,
Según el lingúista Saussure (cd. 1927):
‘La lengua es un si ste.a de signos que eoprmsan idea., y por 450 coi~.rtle a
la escritura, al alfabeto de los sordomudos, a los ritas siabil icos, a las forcas
de cortesia, a las selales •illtarei, etc. Silo que es el más laportante de todos
esos sistesas. 1... ESe puede, pues, concebir ‘unja ciencia que estudie la vida de
los signos en el seno de la vida social’. Tal ciencia seria parte de la psicología
social, y por consiguiente de la psicnlogia general. Nosotros la llasaremos
‘seatologis’ (del griego simules “slquo’I. l...~l La lioglístita os es sin qn unja
parte de esta ciencia general.”
(Curso de lisgúistica general. p. 321
De esta definición ya parece desprenderse que el
término “signo” corresponde para Saussure a algo de tipo
general, más amplio que lo que se entiende por “símbolo” o
“índice”. Pero veamos dc modo más preciso los términos que
nos interesan.
Desde el punto de vista de la Lingúística puede
haber dos clases de signos:
— los indicios y
— las seffales.
Los indicios son signos sin intención de comuni-
car y las 5~ales son signos con intención comunicativa.
Los indicios pueden ser~ naturales ¿trueno,
oscurecimiento del cielo,’..) o producidos por el hombre
<huellas, rastros,..,> cuando no tiene intención de comu-
nicar.
Las segales a su vez se pueden dividir enO
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— iconos y
— símbolos
En los iconos el significante guarda alguna
relación con el significado. Pueden ser ejemplos de iconos,
según esta definición, los sarcófagos, las imágenes, etc.
En los si~oloS existe solamente una relación
convencional que confiere al símbolo un principio de racio-
mcli dad.
Los símbolos, en esta clasificación, son una
creación racional representativa de una realidad. A través
de ellos se convierte la realidad en algo accesible y mane-
jable por la mente humana.
Se trata pues de una realidad interpretada a
través de la razón, de una “traducción” de una realidad a la
real i dad mental
La clasificación que acabamos de expresar podría
representarse mediante el esquema siguiente, que, por
supuesto, es parcial, pero sintetiza los comentarios ante—
ri ores:
Indicios
SIEt’~ < Iconos
Se~ales < “Signo lingíiístico”
Símbolos
El “signo lingúístico” queda clasificado entre
las seRales, porque se produce con intención de comunicar, y
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dentro de ellas entre los símbolos. <Cuando hablamos de la
intención de comunicar, desde luego no estamos hablando del
lenguaje interior, 5e~ún la terminología piagetiana, sino
del lenguaje exterior, social, del lenguaje entre un emisor
y un receptor empleando unos signos lingiáisticos)
Según esta clasificación, la Ieo~ua algebraica
sería considerada como sitélica ya que, por una parte, se
utiliza con intención de comunicar y, por otra, no presenta
analogía inmediata entre el representante y lo representado:
una letra que representa a un número, a una función, a un
conjunto, etcí una combinación de letras y números que
representan una ecuación o una función, etc.
Pero aquí también surge cierta controversia,
Aunque en general acabamos de decir que el símbolo se acepté
como una creación convencional, hay ciertos autores llamados
“simbolistas’ que siguen hablando del lenguaje como un
símbolo, pero empleando la palabra “símbolo” como un término
que se aplica cuando e,:iste una cierta relación de analogía
entre el representante y el representado. Estos autores
csqri<ocn como argumentos aquollas palabras que imitan soni’-
dom (por ejemplo, en espa~ol, las palabras onomatopéyicas
como “cucú” o “tam—tam”). Respecto a la consideración de
este problema leemos en Hjmmslev <trad. 1976 p~ 1201
‘POdemos, por tanto, decir que el signo 1 ing’aistico es inmotivado, arbitrario,
mii nuntm es nocesartO, y sostener al tiespo la asistencia de palabras e:presins O
imitativas’
y en la página 122:
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‘Pero, una vea establecida la diferencia de secante». copresivos, el tÉr.loo
‘siebolo’, para designar el signo 1 ingé~5tico, no nos parece tao cal escogido coto
creja F. de Sanmssnre Sin duda lnay Inconvenientes en admitirlo, pues no todos ion
signos son expresivos. Pero no cab, duda de que el sigo. lingiímtico puede ser, y
lo es a veces, un m;ábol~ Mo es que deje de ser s,e.pre convencional, minué que el
uigeaficante puede ceapoitar una cierta cotir.atiéa Pinica asociable dt suy. y
OidImente con lo que debe cupresar’
Observamos pues, en este último párrafo, cómo el
término “símbolo” está empleado en su acepción de término
“asociable” a lo que expresa y opuesto al término “signo’
que es el que se considera verdaderamente arbitrario y
convencional.
1.2.1. ARTIOL~IGES.
El signo lingbístico posee una gran diferencia
con otros signos y es que presenta una doble articulación,
esto ccl
Primera ~cL~t~n: Cuando lo estudiamos como
una combinación de unidades provistas de significado. La
unidad mínima provista de significante y significado puede
llamarse monema según algunos autores o morfema según otros.
Estos mone,ojas o morfemas se clasifican en
lexemas’ raíz o núcleo de la palabra
<o morfemas
lóxicos)
monemas
(o morfemas)
morfemas: desínoncías,indícativos de género
o morfemas y número
gramaticalesl
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y a la vez se puede considerar una:
~iD~ ~C~LL~L~.o* Cuando se interpreta como
combinación de unidades desprovistas de signifícadoO fone-
mas, que se reunen para dar lugar a un monema.
El fonema es una abstracción que se emplea paro
identificar los distintos sonidos implicados en una lengua y
que no coinciden biunívocamente con las letras del
abecedario U’j” y “g” con sonido fuerte coinciden en un
mismo fonema, “c” tiene dos sonidos diferentes según la
vocal que le siga, etc.>
Las unidades de la primera articulación se
pueden co,flponer e ir formando:
— Sintagmas. Son palabras o conjuntos de pala-
bras que desempe~an una misma función ¿sujeto, predicado...)
y tienen un núcleo que es un lexema.
— Qracíones. Que son las unidades máximas dentro
de la Eramática.
La lengua matemática simbólica tiene Únicamente
la primera articulación pues todas sus unidades poseen
significado.
Aunque ya están surgiendo autores que han decla-
rado que los números digitales pueden ser descompuestos en
unidades desprovistas de significado, como se puede apreciar
en el siguiente ejemplO
209
Esto es un ochos pero quitándole un
palito se convierte
en un nueve:
o quitándole dos palitos
se convierte en un tres
De este modo los “palitos’ con los que se
construyen los números podrían ser considerados como los
componentes desprovistos de significado que los formarían.
Pero de momento aceptaremos que la lengua simbó-
lica matemática tiene una sola articulación ya que todas sus
“unidades” están provistas de significado.
Esas unidades también se agrupan en “expre-
siones algebraicas”, “relaciones” etc. que son equivalentes
a los sintagmas y oraciones del lenguaje.
1.4. EN PSIDOLtN3LS.
Veamos los términos usados en Psicología por
Pi aget.
El símbolo en el nito, para Piaget, se incluye
en una tríada de adquisiciones progresivas que serial
íNDICE —~ SíMEDLD —> SIGNO
El
Vamos a entrar en estos conceptos:
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1.4.1. El “INflíflE SENS~IO MOTORt
Dice Piaget, (Piaget. 1984 p. 1371:
‘El indite no es sino una parte o so aspecto del objeto del proceso causal
cuya asisilación Nl permite” E... 1 ‘Coso parte del objeto, el índice permite toton’
ces antici par a Iste sin representación mental y por sieple activación del esquema
interesado’.
El “índice” es usado como indicio anticipador.
así, un nilo de 9 0 9 meses sabrá ya encontrar un juguete bajo una tela
cuando la for.. abombada de esta le sirva de indice de la presencia del objeto’.
El abombamiento es utilizado como el “indicio’ de
la presencia del objeto.
El término “índice’ es usado por Piaget para
designar una anticipación del TODO por una parte de él, pero
cuando aún no se ha producido una representación distinta
del TODO; no implica, por tanto, representación mental
todavía.
Este “índice” sensorio—motor, nos dice Piaget
(op. cit. p.137), “sirve de instrumento a la inteligencia de
los estadios anteriores’ <anteriores se refiere a previos a
la formación de los esquemas simbólicos —hablando siempre
en términos de Piagetí
Este término sobrepasa en complejidad al índice
sensorio—motor. La característica principal que lo diferen-
cia del índice, en los escritos de Piaget,¿Piaget. 1964) es
la DISOCIACIóN clara entre significante y significado.
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Seguimos con Piaget en la pág. 137:
‘Por el contrario, el sí mbol o se basa en el simple parecido entre el objeto
presente que juega el papel de ‘significante’ y el objeto ausento ‘significado’, lo
cual implica una representadin: una situación no dada es ¡noceda mentalmente y so
silo anticipada como un todo en furnci Nc de alguna de sus partes’.
El símbolo llova en su constitución una repre-
sentación raertal. Constituye una “evocación” de un objeto no
presento.
En una de las experiencias que narra Piaget, unan
ni~a de un a~o y medio toma un trozo de tela y se acuesta de
lado sobre él, succionándose el dedo pulgar, haciendo “como
si” durmiera. Incluso, en otra experiencia, el mismo hecho
se hace presente al colocarse de lado con las manos cogidas
“como si” tuviera la almohada y permanecer con los ojos
abiertos, sonriendo.
En estas ekperiencias se está observando la
formación de lo que Piaget llama los “esquemas simbólicos”,
que siguen a los esquemas sensorio—motores, en una progre-
sión hacia la representación conceptualizada. Estos esquemas
simbólicos aparecen en la última etapa del nacirnionto del
juego en el ni~o, la que Piaget denomina VI estadio del
nacimiento del juego, pero so van preparando duranto los dos
estadios anteriores. Siempre según Piaget, (op.cat. p. 141)
lurante los estadios 19 y Y, hay un progreso es la direccidn del símbolo
correspondiente al desarrollo de la asimllacido íNdica que conduce a ana diferen—
ciaciln un poco mis avanzada entre el significante y el significado’
estos esquemas simbólicos suponen un progreso después de la
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ritualización de algunos movimientos lúdicos.
En la asignación de este término do símbolo el
mismo Piaget (op. cit. p. 92> nos dice:
‘Anotemos, ademAs, lo cual es fuuada.ental, que, de acuerdo ce la tereinologí.
de los lloglistas, nos es necesari o reservar el tdrm,no de ‘simbolo’ a los sigul fi’
canten ‘entinados’, es decir que presentan una relaciin de parecido con el signifi-
cado, por ososici No a los ‘signos’ que son ‘arbitrarios” (es decir~ connenciunales
O sfltialatnte impucutosí
Esta alusión a la terminología de los lingibistas
viene a coincidir con la acepción que hemos anotado de
kjemslev (en el punto 3 de este capitulo) donde se habla del
“signo” diciendo que es inmotivado y arbitrario. Sin embar-
go, hemos visto, en el comienzo de ese mismo punto0 que en
algunos autores, en Lingúistica actual, se consideran las
“se(ales” divididas en “iconos’ y “símbolos” correspondiendo
e estos últimos los significantes convencionales <no “moti-
vados” por una relación de parecidoa sino establecidos por
una relación convencional, arbitrarial.
Así, pues, comparando con la Lingoistica vemos
que el término “símbolo” para Piaget, corresponde al “icono”
de algunos lingúistas.
¡.4.3. EL SIGNO.
El signo es, para Piaget (1984 Pp. i37—13B), un
significante “arbitrario” o “convencional’ y por tanto nece-
sita ¿o supone) una relación social del sujeto que le permi-
ta llegar a esa convención. Esto resulta evidente en el caso
del lenguaje o sistema de los signos verbales, Por el con—
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tracio el tutelo es considerado como un significante “moti--
vado”, es decir, que presenta un parecido con el “significa-
do” y por tanto podría ser resultado del pensamiento indivi-
dual. Como una creación personal del nino.
EI”si gno” no es aquí, como era para la Semió-
tica, ci tóramino general que engloba a los otros como casos
particul ares sino que supone un perfeccionamiento del símbo-
lo, según la dicha secuencia progresiva: índice—símbolo--
signo, en el sentido de que ya no es necesario que signifi-
cante y significado se parezcan, ahora el significante puede
no tener nada que ver con el significado, siaplennente lo
representa por una convención social. Esta representación
supone parte del sentido del símbolo.
Vemos así que su concepción del signo está
próxima a la definición de símbolo de Weinrich (en el
apartado 1.2.1) que hablaba dc una contigúldad “conven-
cional’ entre el significante y el significado.
Respecto a los signos verbales y p~r lo que
puede ser aplicable a los signos matemáticos, no podemos
pasar en esto momento por alto dos observaciones.
Primera: Tanto Vygotsky ¿169á, 1934> como Whorf
(1697,194i) consideraban el desarrollo del lenguaje como el
vehículo primordial para el funcionamiento cognitivo de
orden superior.
Así podemos leer en Vygotsky (1953, p.90>u
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‘La forman No del csncepto es el resultado de una actividad comple
1a
en la cual intervienen las funciones intelectual» básicas, El proceso, sin
embargo, no puede ser reducido a la asociación, la ateoción, la imaginación, la
ioferenci e o las tendencias determinantes. Todas son indispensables, pero, al mino
ti cepo, insuficientes sin el aso del signo o la palabra, ceno el aedio a travós del
que dirigimos nuestras opeo’aciones centales, controlamos su curso y las canal izamos
hacia la solucilo de la tarea con la cual nos eofrentaeos’
Segunda: Anotamos de Piaget (1984, pp.13B—I3
9)
una observación semejante)
‘El efecto mis característico del misten de los signos verbales sobre el
desarroll, de la inteligencia es el de permitir la tranoforeacide de los esquemas
sensori o’motores en conceptos. En efecto, el destino normal del es4uema es el de
desembocar en concepto, puesto que los esquemas como usstrsueentos de adaptacion a
situaci unes cada vez más variadas, son si steeas de relaci oses susceptibles de
abstracción y generalización progresivas. Pro para adquirir la condición fija de
nignificacifin de conceptos y sobre todo so grado de generalidad, que sobrepasa a la
intel i genci a Individual, los esquemas deben dar logas’ a una coesssiicaci In ínter’
indialdual y’ por coeosecuncia, ser eipresadon pv signos’
Aunque, evidentemente, Piaget no ha tomado en
cuenta otros, aspectos de sus propios estudios, se ve cómo
estos autores parecen resaltar la importancia del manejo de
los signos <en su caso verbales pero que nosotros hacemos
extensivo a los signos matemáticos) para el desarrollo de la
inteligencia en general y para la representación conceptua—
lirada en particular,
1.5. EN MATEMáTICAS.
Los términos “signo” y “símbolo” en Matemáticas
no son estudiados explícitamente. Aparecen en la terminolo-
gía usada cuando se habla de las “notaciones” que se
emplean. Podemos ver, a este respecto, por ejemplo en
flicudonné, que escribiendo a propósito de Diofanto de
Alejandría (s.lIl d.d.C.) expresa:
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‘Sin duda, liofanto foN el primer algebrista que utilizó abreviaturasl en se
problema con una incNpnita, utilizó unos lionos especiales para designar sus
primeras potencias”.
(Diendonaf, 1999a P’741
Los “signos” a los que se refiere Dicudonné son
letras griegas emploadas en lugar de la incógnita y de las
distintas potencias de ésta. Diofanto usaba letras diferen-
tos para las distintas potencias de la incógnita, a dife-
rencia de la notación actua] piJe eimplea la letra “x” para la
incógnita y, sirr,pleeerto, a~ade los exponentes para repre-
sentar las distintas potencias de ella.
En esto texto de Dicudonné se califica como
“signos” a las letras empleadas por Diofanto.
Pero, rofiriéndose a estas mismas letras.
Eoyer.l9S~ las califica de símbolos como podemos apreciar en
el texto siguiente, en el que comenta la “i’~rithmética” de
Diof ant
‘In nimero desconocido o incógnita se representa por un síebolo que se parece
a la le¿ra griega ‘s <qufzd recorimudo la dítima letra de 4a pasaira ‘arithens’l,
su cuadrado se represente por
A
el cubo por , la cuarta potencia, llamade cuadrado’cuadrado
Boyer, lqfb, p.ll9l
y, más adelante, Boyer nos vuelve a designar como símbolo la
letra latina “M”, traducción de lo usado por Diofanto para
la diferencia:
la resta venía representada poe un inico símbolo situado inmediatamente
antes de los tórminos que babia que restar’
<p.23f 3
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Este “único smmbolo”,que es la letra “ti” repre-
sentando a “menos”, lo explicita Boyer en un ejemplo que
incluye a continuación.
En Morris Kline, 1976 volvemos a encontrar la
acepción de símbolo para las letras:
“Es un (cato tradicional una valeble puede dedinirse tomo un símbolo o letra
que puede tocar cualquiera de los valores de ma colecciós o conjuete’.
(tris rIme, 1976, p, 74)
Pero no son solamente las letras las que reciben
esta caractericación de símbolos, por parte de Morris Kline,
pues también llama símbolos a “—Y’, “U”, “E” y a otros
muchosu
,~usando el símbolo ‘3, que sigol fi ca impí icacido’
se escribe lE fi,!,», dónde el simbolo E significa ‘pertenece a’.’
Illorris tun., 1971, pBS)
Sin embargo, de nuevo volvemos a encontrar la
confusión entre los términos símbolo y signo que son usados
como sinónimos en la página 64:
‘los autores modernos disfrstan con los símbolos, ... los símbolos de ni lo e
intersección0 el signo de pertenencia y muchos otros símbolos.
También encontramos en 6. Polya,1979, cuando
trata eí planteo de ecuaciones, una terminología en la que
emplea indistintamente “Símbolos” y “signosí
‘Planten una ecuaci No significa cupresa, en síetolos matemáticas una
cuodocilis formulada con palabras;...’
(El mundo de las Matemáticas, Tomo Y, p.37ll
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Pero, continuando, en la página siguiente nos dicez
Escribamos e un lado la enpresiéo yerbal dividida en partes adecuadas. Al
otro lado, escribamos los signos algebraicos, endrente de la parte correspondiente
a la copresion verbal. El original está a la izquierda; la traduccién, en símbolos,
a la derecha’
(El mundo de las Matemiticas. lomo Y, pl?!1
Lo que sí se aprecia es una diferencia sustan-
cial en la frecuencia de uso dc ambos términos. En las dos
páginas y media que dedica la enciclopedia Sigma a exponer
el planteo de cuaciones de ¿3. Polya encontramos siete veces
el término “símbolo’ y una vez el término “signo alge-
braico”. Notamos pues, de nuevo, en el caso de Polya, que
parece que ha considerado más apropiado hablar de “símbolos”
que de “signos”, cuando se trata de las ecuaciones.
Comprobamos como para los matemáticos no es
interesante hacer una clara distinción entre ambos términos.
Se usan prácticamente como sinónimos en algunos casos. En
cunánto al tórmino “simbolización”, se aplica en cualquier
caso en el que se hable de notaciones que supongan una
esquematiración de la escritura materna.
En lo que parece que estamos de acuerdo los
matemáticos es en que los símbolos (o los “signosí no sosa
fáciles de comprender ni de manejar. 4 este respecto dice el
mismo Kline
(para los estudiantesí los símbolos son como banderas enemigas fi otendo sobre
una ciudadela aparentemente isezpugn,bleIl misao hecho de que el simbolismo no
comenzera a ser usado habitualmente Co Matemáticas hasta los si glos lvi y IVil
indica que no es firilmesiá accesible para Ja oeste’
Caris rIme, 1916, p.BII
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1.6. EN EL MEDIO UIflACTICO.
Si empleáramos la terminología de Piaget, en
Matemáticas, tendríamos que hablar de signos más que símbo-
los, pues los que se adoptan, lo son en virtud de una acep-
tación “social” entre la comunidad matemática y en cuanto a
la similitud con el original, er, general no existe. Solamen-
te algunas figuras en geometría tienen alguna cualidad que
les hace asemejarse a los originales representados.
Pero si empleamos la terminología linguistica,
tendríamos que hablar de “signos algebraicos”, del mismo
modo que se habla de “signo lingUistico”, es decir, conside-
rándolos como un tipo particular de signos comprendidos en
la categoría precis, de los SíMBOLOS.
Refiriéndonos, en concreto, a los términos
usados en las lecciones de Aritmética y Algebra elemental.
Los términos “signo” y “símbolo” no están aquí claramente
diferenciados. A modo de hipótesis podemos anticipar que el
término “símbolo” representa, para un profesor, la idea de
algo mucho más abstracto que el término “signo”.
También es frecuente, entre los profesores,
considerar el signo como la mera “grafía” correspondiente a
un tipo de símbolos.
Pero vamos a ver que a menudo ambos términos se
confunden en el lenguaje profesoral y también en el lenguaje
de los textos.
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hó.!. EN LOS TEXTOS DE ENSERANZS.
En los libros de texto no encontramos el término
“índice”. Este término no tiene un sentido en la representa-
ción matemática. Vamos, entonces., a observar el uso de los
términos “signo” y “símbolo’.
USO DEL TÉRMINO ‘SIGNO”.
En general observamos que se usa la palabra
“signo” para indicaro
A. OPERACIONES en flritsnética y Cálculo:
‘El 5lR~D de la su.a es 1’> ‘el SISO u <se lee “pOr’ 5 se usa para escribir de
Irma abreviada una suma de sumandos i guales’.
lEn, lnssat SA. 3! ESE. pAlI
‘El omm 4 se leen rais de,..’
<6! curso ESE)
‘Es decir, Los llENOS d y se afluían mutuamente, dicho de otra lorca,
puedes ronsiderarse operadores recíprocos, salvo la constante de inteqraca in’
SEd, SM.>! 91W’ p. III>
2. Para indicar RELACIONES en Aritmética y en
Algebra. Por ejemplo refiriéndose a la relación de per—
tentflci al
‘Para sejalar que un elesento está en un conjunto se escribe el SISMO < E 1
entre ellos. Este liMO se lee <pertenece a)
SEd. lossat SA 3! ESE p.l3>
O refirléndose a igualdades o desigualdades:
‘Se 1 lasa primer miembro de la ecuacido a la copresito que se encuentra a la
izquierda del SINO’”
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‘la rol ociÉ mayor o igual, entre némeros enteros, se expresa usando el 5111W l~
lid. Lantillana 1!. p.2!l
C. Para indicar los caracteres ‘ + “ y “ — ‘1
‘Los nimeros enteros positivos se paeden expresar con un LISIO más del anteo
+1, 42, tI,
(Libro del profesor. Azimut, 1! ESE.
£d.faays p. 161
Podemos decir que, en general, parece que los
textos se ponen de acuerdo para emplear el término SIGNO
cuando se trata de UN SóLO carácter que representa algo,
bien sea una operación o una reí ación.
USO DEL TtRMINO “SíMBOLO”.
Vamos a ver las ocasiones en que se usa el
témmi no SIMBOLIZAR.
A. En general cuando se trata de expresar
conjuntos:
‘El coojuo(o de los oStros naturales LE SINIOLIZA por U y .2
(Azimut. Ef. haya lIES! p5l
‘ti conjunto de los miltiplos de “a’ LO 91fl1111 pv 163 lo escribimos
entre llaves.
E. También cuando la expresión incluye más de un
carácter, por ejemploZ
“El valor absolato dc on oStro entero ‘a’ BE SlMEftllI asir Ial •
¿~‘ cit, p. IX>
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En otra parte del texto, para los números nega-
tivos, dice:
‘Los SlMB~l2MEftOS asi’
1—li, (—2>, (—3>, ... y se leen
(Idem, p.141
Pero no todo está tan claro pues también se usa
cl término “símbolo” para algunos de los casos en que antes
hemos observado el uso del término “signo”.
En el caso de expresar operaciones, habíamos
visto que se llamaba “signo 4”, “signo —“, etc, pero encon-
tramos también:
‘La renta de enteros se cupresa con el SiMBaO —
(Idem, p.27l
O, por ejemplo, respecto a la expresión de las
relaciones “mayor que” o “menor que” encontramos, por ura
parte, en las orientaciones metodológicas del libro de 62 de
LSD de Ed.Santillona se plantea como objetivo: “Lograr la
correcta utilización de los SIGNOS ~ y S”, usando el térrni—
no “signo” del mismo modo que lo hemos observado ya y, sin
embargo, en un ejemplo del mismo texto encontramos que, al
antes llamado signo “S’, ahora le llama SUIBOLO. Veámoslo~
¶o el conjunteS
5, 2,3, 41
se establece la relación <.. , es menor o igual que...’ que se representa por el
snoaa’so’
(Santillana, 6! £531
También en 72 EGB en Ed. Anaya volvemos a ver:
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‘lo ocasiones se utilina el SíMBOLO ‘ ‘ que significa
Azimut. II EBII
También encontramos el uso del término “símbolo” en la
relación de divisibilidad, lo que vuelve a contradecir nues-
tra observación anterior, en la que habíamos constatado el
uso del término “signo’ en el caso de estas relaciones.
‘Sl 1 es divisor de a SE SIMBaIZA asi O boa’
Azimut.?! EE, p. 49>
Encontramos ya la confusión completa de los
términos “símbolo” y ‘signo” en los siguientes ejemplos:
‘nl s~nao se te deso.ieia LIMO de integracllíl...’
SEd, Libreria SeseraS. 3! BlP p.l75l
‘El SMB&O que se ilasa 515*10 IITESRAL fui introducido por el matemático
y filisofo leiboiz en 1675’
(EN, tuya. 3! BlP p. 116>
En estos ejemplos observamos lo que parece ser
una identificación entre ambos términos que lleva a usarlos
Indistintamente.
Sin embargo en el caso de la integración está
muy extendido el uso del término “símbolo’ como podemos
comprobar en los ejemplos siguientes:
‘Aunque 1’ es el SAltó para el conjunto de las primitivas de •, nosotros
SEd, haya. 31111? p.llZ>
Integral isdefinida... y la designaremos con el SiMItO U ~ U
jf(oldn’
(EN. SM. Funciones’! p,311>
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Veamos algunos caso, en los que se habla de
EXPRESAR SIMBóLICAMENTE o en FORMA SIMBóLICA!
‘Para indicar que los elementos A, 5, e y 1 forman el cjuntu A se escribe
SIUALIcAIIEMES d(A SEA; eEAg Ita’
SEd. Dossat, ISEO!, pl3:
‘Lo copresamos SIMBÉLICANRTES
m>n si a’ntp
siendo p un ntmro natural distinto de cero’
(Azimut. Ed. Anaya 7! ES! pSI
‘Forma S!IMEILICA de copresar una correspondencia f entre e y e
1~ U —> 91
(6! £511
O simplemente pasa a hablar de SIMBOLIZAR en el
caso de la potenciat
‘cuando tenemos un producto de factores i gual es 555.5.5.5 se escribe
SIMIAS. ICMEWTE
5.
y se Ser tinco elevado a (Guía didáctica.Ed. Santillana. 6! ES! p.í!ii
Aquí no se dice. ...se escribe con los sig--
nos... . Es decir parece que se pasa a hablar de sinuboliza”
ción cuando se gana en cosplejidad de escritura, Cuando se
escribe una expresión con dos o más caracteres.
Sin embargo con un único carácter también encon’
tramos que se usa el término “símbolo” para la letra ‘x” en
los polinomios:
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‘Le, t el cuerpo de los sAleros reales, .a un s~mholo tal jase a y al jase
llamaremos ‘Indeterminada’
(Ed. Santillana. ji de NSJ’, p. lIé>
Para la letra “i’ en los números complejos:
‘leemos afil que el SiMIDID 1 utilizado .2
lEd. finy. 31W, p.415
Para la letra “sigma” mayúsculas
‘Seria una deformacies de la letra griega qise se utiliza bahitualmente como
LMIOLO de suma’
(LA. fray. 3! BlP, p.IS?l
O como en el libro que nos dice:
‘Para escribir la palabra ‘entre’ se nasa abreviadameste el SINBOI.O e
SEd. S.M. 3! de £51>
Según lo que hemos observado sobre Cl uso en
Matemáticas del término “signo”, podría esperarse que dijera
el ‘signo m” ya que se trata de un sólo carácter.
¿Quizá el término que mejor se adaptaría sería
el de íNDICE según la teoría semiótica y según Piaget, pues
m es la inicial de ‘metro”, es decir “una parte” del
nombre representado?
¿Pero puede ser que la justificación de esta
calificación de SíMBOLO se encuentre en que “esto” es una
letra y todas las letras se consideran SíMBOLOS en Matemáti-
cas?. Parece que las letras son reconocidas como caracteres
SIMBÓLICOS aunque se las encuentre aisladas. Sin embargo, en
el resto de los caracteres, encontramos que es la compleji-
dad la que hace que se hable de simbolizar,
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Veamos un ejemplo más de este cambio de termino-
logía, ligado cn este caso a la aparición de las ecuaciones,
en un libro de 79 de EEB de la Editorial Santillana.
Comienza hablando, en la p.5l de lenguaje
algetraico que dice que es “cuando en las operaciones se,
utilizan números y letras’. Después plantea el ejercicio
siguiente:
‘Expresa usando LlilfiSa
Ilsendo palabras Isando signos
Cinco aultiplicado por, o más tres 5tn~3l
Seis multiplicado por ocho, menos n — — —
El doble de u, ate uno es quince 2-a,S ‘ ¡5
El triple de a, menos uno es veieatiseis
Observemos que en ningún momento habla de igual-
dades aunque empieza a plantearías, y que no realiza cálculo
alguno con las expresiones planteadas. Se trata sólo de
transcribir expresiones con palabras a expresiones con
“signos”,
Y unas páginas más adelante IP. ~B), cuando pasa
al tema de Ecuaciones y empieza a definir lo que es una
igualdad dice:
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‘tusona las sIguientes grases y sus expresiones aadlaute Sil¶ZCtflS,
Eupresiones
Frases mcdi ante síetolon
CInco igual a siete menos dos 5 e 7 ‘ 2
La sama de un nimero cae son doble
es igual a su triple o 2-u ‘ 3-o
La tonca de un núcro y dos es -
igual a nue<e
O un poco más abajo en la misma página;
‘Escribe las siguientes frases aediaote fiiflgfllfi5:
al [amitad de un némero es igual a E
bí El triple de un cimero ah eme ntmero es igual
cuatro ~tegese claro’
tl Ele nutro tinos 6 de 1!”,
En esta página ~8, TODAS las expresiones ya son
IGUALDADES y se plantean como iniciación a la resolución de
ecuaciones. En ellas se reserva la palabra SIGNO para la
igualdad. Así se dice que se “emplea el SIGNO
Poro no se hace la caracterización de SíMBOLO.
¿Cuáles se debe interpretar que son los símbolos? ¿Las
letras?, ¿los números’?0 ¿Es un símbolo la expresión comple—
tal ¿Por qué, en este momento, se cambia el término “signo’
por el término “símbolo”?
Podemos observar que ha aparecido la palabra
SíMBOLO cuando hemos entrado de lleno en las ecuaciones.
Hasta este momento, el texto ha estado hablando de EXPRE—
SIONES ALGEBRAICAS y EXPRESIONES LITERALES, pero en ningún
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momento de EXPRESIONES SIMBóLICAS. El texto comienza a
hablar de SIMBOLIZACIÓN cuando aparece la expresión de la
ecuaci ón.
Y, aSí, nos surge una pregunta clave;
¿Es la ecuación la que marca el comienzo de la
‘simbolización” en 01 medio didáctico?
Al menos por lo que hemos visto, asi parece
dcsprenderse de las presentaciones de los textos.
Lo que habría que a~adir a estas observaciones
es oLio, solamente en el caso dc una editorial, se han encon-
trado ejercicios exclusivamente dirigidos a la introducción
de la simbolización
No queremos decir que esta editorial sea el
único caso en que se realice esta introducción pues, eviden-
temente, no hemos pretendido hacer un estudio exhaustivo de
te,ctos, pero es significativo que, entre los usados con más
frecuencia, sea uno silo el que considera la simbolización
como tema objeto de estudio y, aún así, dedicándole menos de
dos páginas.
En general son incluso escasas las explicaciones
breves que tratan de aclarar la introducción de algún
término simbólico. simplemente alguna alusión como “esto es
un símbolo que expresa ..~“ to “esto es un símbolo que
quiere decir...”~ acompa~a a la introducción de alguno de
ellos.
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Se olvida por completo que la simbolización
supone, históricamente, la culminación de un proceso de
generalización y que se logra como solución a una necesidad
científica solamente sentida tras el alcance de un dominio
de técnicas de cálculo particularizado.
1.6.2. SOERE LAS LETRAS.
¿Son símbolos o signos, las letras para el medio
didáctico’? En realidad no es la nomenclatura el problema que
más nos interesa aquí, sino como se considera su uso y en
razón de qué criterios se eligen.
En Matemáticas, las letras pueden representar
muy diversos objetos concretos y abstractos magnitudes
<longitudes, volúmenes,...), puntos (vértices, entremos de
segmentos), números y otros objetos o entidades matemáticos
<polinomios, conjuntos,...>. Son elegidas convencionalmente0
por tanto son símbolos en el sentido lingúístico del término
aunque en el sentido piagetiano no lo sean, pues no Son
significantes que presenten una relación de parecido con el
!Lg~Lticado. En este sentido piagetiano deberemos decir que
son Signos.
En concreto, ces álgebra, las letras “x,y,z,...
que representan las incógnitas, no presentan parecido alguno
con los objetos matemáticos representados por ellas.
Incluso, es miso no podrían presentarlo pues cada una de
ellas puede servir y de hecho sirve para representar objetos
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matemáticos muy diferentes en concordancia con el contexto
en cl que se encuentren empleadas. Según ésto, algunos
tratadistas de Lingíaistica y de Semiótica dirían que se
trata de “s~mbolos” y no de “iconos” (ambos dentro de la
clase de las “se%ales” y éstas dentro de la categoría gene-
ral de “signos”); los psicólogos dirían que se trata de
“signos” y no de “símboloS”.
En lo esencial, existen pocas letras que tengan
alguna similitud con lo que representan (S como “suma” o f
como “función”). En la aO)Cyoría0 se trata por tanto, de
convenciones adoptadas respecto a SU uso. Esto es lo inipor—
tarte y lo que debemos tener en cuenta a la hora de intro-
ducirías y de emplearlas. Llamémoslas ‘símbolos” o “signos’
pero seamos conscientes de la dificultad que entraRa su
aprendizaje, No se trata de simples sincopaciones, o abre-
viaturas de los términos correspondientes. Por el contrario,
se manejan como auténticas representaciones de conceptos o
entes matemáticos de diversa dificultad.
Históricamente, Siguen una prolongada gestación,
con implantaciones y rotrocesos sucesivos en su empleo. Las
letras, representando a segmentos constantes, ya fueron
empleadas por los griegos en tiempos de Euclides; su uso por
Viéte, como incógnita y como parámetro, marca un gran paso
adelante en el método de “análisis” y por tanto en el Álge-
bra; ~u empleo como variable y función necesita de un nuevo
período de elaboración que pasa por Leibniz y Euler y en
éste, como en todos 105 casos, la llegada a la notación
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satisfactoria, marca la culminación de un proceso de concre-
ción dcl concepto.
1.6.3. SOBRE LOS NOMEROS.
Cn cuánto al número, cuando decimos que un ni~o
ha adquirido el concepto de número, -estamos indicando que se
ha formado un SÍMBOLO ABSTRACTO en su mente.
Cuando el alumno trabaja con el dígito 5 para
representar 5 elementos de un conjunto, por ejemplo “5
manzanas” puede que no haya comprendido todavía el simbolis-
mo implicado Cuando sea capaz de sumar: 5 mancanas # 4
peras y sepa que da 9 “algo”0 que alo son ni manzanas ni
peras, sino una abstracción diierente, entonces diremos que
ha adquirido el concepto de número, el SíMBOLO número.
Los n,la~eros son considerados como “simabolos” en
aritmética pero, desde luego, actualmente se trata de símbo-
los convencionales, es decir. de símbolos que representan lo
que representan gracias a una convención establecida social—
mente, en este caso por la comunidad científica.
Este no ha sido el caso de todos los sistemas de
numeración, En el caso de los sistemas de numeración ante-
riores al sistema posicional decimal, podía hablarse de
cierto “parecido” de los números con lo que representaban,
como en el caso de los números romanos!
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uno ~ 1
dos ~ II
tres ...., III
cuatro .,... IV (uno antes de cinco)
cinco Q (recuerda una mano>
diez X <pueden ser dos V, una de
ellas invertida);
en que cada “palito” empezaba representando una unidad y el
número de palitos, hasta el tres, coincidía con el número a
representar. Después al aumentar el número de los palitos
necesarios para la representación ya se establecían reglas
convenidas, como la de que un símbolo de valor menor que
otro y escrito delante de él restaba su valor del de éste.
O en el sistema naaya de numeración en el gua
cada punto representaba una unidad, y así del 1 al 4 se
representaban por igual número de puntos.
Pero, en e] caso del sistema posicional decimal
actual, las cifras no recuerdan el valor del número sino que
han llegado a ser lo que son e través de transformaciones
convencionales,
Aunque en lo Que se refiere a “convención” los
números son iguales a las letras, gozan de una ventaja en la
enSe~anza y es que cada cifra es unívoca. Es decir, coda
cifra aislada representa Una Sola cosa, y la diferencia
constituida por las distintas posiciones posibles de las
cifras en un número se explica, cuidadosa y progresivamente
al aluaseso, en el momento de su introducción. Ficta intro-
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ducción cuidadosa y progresiva es la que no se hace habi-
tualmente con las letras.
La introducción de los números naturales y de la
numeración es muy importante y eficaz, pero existen también
problemas con el empleo de otros números. Por ejemplo cuando
tratamos de emplear los números racionales, pueden surgir
dificultades con la notación, derivadas de confundir el
nombre del número con el número mismo
Un ejemplo de confusión de este tipo podría ser
Tomemos el número 3/5 que es igual al número 21/35.
Sabemos que 4 es mayor que 3/5. Substituyendo 3/5
por su igual” 21/39 podemos decir que 4 es mayor
que 21/35 y esto es cierto. Siguiendo tsn razonamien-
to “parecido”. sin embargo, podemos crear la si-
guiente deducción incorrecta: “9 es múltiplo del
numerador de 3/5 y substituyendo 3/5 por “su igual”
21/39 podemos decir que 9 es múltiplo del numerador
de 21/35, es decir, 9 es múltiplo de 21”
Evidentemente esta conclusión es errónea. En
esta última deducción estamos confundiendo el “nombre del
número” (que es lo que usamos en las frases “el neannerador de
3/5” y “el numerador de 21/35”) con el número mismo, El
número 3/9 y el número 21/35 son iguales pero los dos
nombres no son realmente idénticos y cuando decimos “el
numerador de ...“ estamos refirióndonos al nombre “3/5” o al
nombre ‘21/35”.
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Para intentar evitar este tipo de errores se
trató de hacer algo cuando se introdujeron las “matemáticas
modernas”. Se intentó conseguir que el alumno distinguiera
entre “el número“y” el numeral”, que era el nombre de eso
número. Sin embargo, como nos hace observar, con alegre
sutileza, M. Kline (1976, p.5), no resulta muy fácil con-
seguir que un alumno, cuando comienza a conocer los números
naturales, sienta la necesidad de semejante dizt:nción.
Pero no debemos olvidar- que conocer las diii--
cultades que se esconden trae Lara ~ctcrcincda rotación,
es tarea primordial dc los profesores. Este es el caso que
nos oct!~’a en ra’anto a 2otaci ón cora letras se refiere.
1.6.4. Em la TEORÍA DE SITIIACXOPKS.
Sitia2ci¿n ~O acción~
En Is situación de acción no se tiene necesidad
le catilirar más que “los índices”, (no los símbolos, ni lcs
signos> do una cierta manera, directamente para las acciones
que se van a emprender. Es cierto que cuando se va a tomar
una decisión neo vamos a servir del lenguaje, de los síanbo—
los, de los conceptos que se han adquirido anteriormente y
que forman el bagaje cultural, pero ésto simplemente supone
la recuperación de otras cosas que se han desarrollado
previamente en otras actividades distintas del momento de la
acción.
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Le acción sóla no puede ir mucho más allá de
poner en juego los índices, no puede producir otros usos,
como el de los simbelos o el de los signos.
Situación de comunicación.
Sin embargo nosotros podemos fabricar los
instrumentos necesarios para la acción, por ejemplo, cuando
queremos comunicar algo a otro.
Entonces podemos mostrar algún signo que exista
ya; igual que, por ejempio, para informar a un interlocutor,
en la calle. se puede indicar una “se~al” de dirección
prohibida; pero también podemos crear códigos de comunica-
ción a base de signos convencionales ya existentes (como los
números) y/o signos creados por nosotros en razón de una
similitud entre ellos y el Objeto real (como un circulo para
representar un balón, un dibujo del objeto, como Se usa en
los pictogramas de Estadística, o un plano de una ciudad).
Es posible, también, organizar intencionalmente
el medio con el fin de restringir las posibilidades futuras
de acción, produciendo se~ales de advertencia, como los
intermitentes en un coche que comunican a otros conductores
la información que ellos no pueden conocer por sí mismos,
como puede ser nuestra intención de girar o parar.
Dicho de otro modo, los índices pueden llegar a
ser condiciones que no se pueden transgredir, o bien pueden
ser índices intencionales que producen una huella, como las
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seKales que se producen ‘para” que otro las use como
indicios.
En una situación de comunicación se puede llegar
a confeccionar un código que permita informar al receptor de
lo que nos interesa comunicarle. Según cuáles sean las
condiciones que se establezcan para esa comunicación, se
puede crear una “situación de formulación” en la que se
genera una producciÓn de signos símbolos,
Un %ndice” como el color blanco de las camise-
tas del equipo de fútbol del Real Zaragoza, puede pasar a
ser un “símbolo” del Real Zaragoza cuando se usa en lugar
del nombre del equipo, al decir “los blancos”. Es decir, que
cl uso puede hacer llegar a “símbolo’ lo que en principio no
era anás que un “índice”.
1.6.5. csSIDERACIOtKS SOBRE EL LiSO EN DIDACTICfl DE
ESTI~ TÉRIIPCS.
El símbolo en principio, si quiere tener alguna
analogía con el signiiicante, quedará restringido en su uso,
pues no podré ser completamente arbitrario.
Por el contrario, si el símbolo es convencional,
no tendrá que parecerse a nada y estará disponible para
cualquier actividad de significación.
Si tomamos un concepto o un objeto anatcmáti ce y
tenemos necesidad de designarlo, los medios de designación
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nos Interesa que sean “libres”, porque hay muchas cosas que
no queremos designar de forma definitiva, determinante. No
queremos tomarlas como cosas absolutamente precisas.
De forme ps~-ocida, en el lenguaje común tenemos
designaciones generales que, en una cierta situación a’nbien-
tal, se vuelven designaciones particulares Por ejemplo,
decimos ‘ el perro” y es una palabra general que designa a
todos los animales de unas determinadas características,
pero en una familia, cuando van a salir a dar un paseo,
alguien puede hablar de “el perro” y entonces se refiere al
perro que está en la familia, a ‘su’ perro en particular.
De este modo es el contexto y, dentro de él, la
función que cumple, lo que determina la generalidad o parti-
cularidad del término. Lo que marca a éste como un “signo”
de determinadas características es nuestra relación con esa
término, en una cierta institución.
En Álgebra tenemos también las letr.s””x”, “y%
“a”, “A”, etc., que son términos de designación general,
pero que, en un problema determinado, sirven Como una desig-
nación particular: La letra ‘x’, en el planteamiento de una
ecuación, puede designar ‘el número de personas que ...“ y,
en ese caso, indica un número natural <entero positivo) que
es el cardinal del conjunto <número de personas~. En otro
problema puede designar la distancia, medida por ejemplo en
metros, que hay entre dos puntos A y B y, en este caso,
designa un número real,
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En la institución de ense~an:a en que nos encon—
tramosi Las Matemáticas, nosotros tenemos necesidad de
trabajar con representantes de los Objetos matemáticos, con
cosas que sirvan para evocar a esos objetos o conceptos.
Si usamos términos muy precisos pata cada con-
cepto, términos de significación extremadamente local, puede
ser que tengan cierta analogía, cierto parecido con lo que
dobon representar <términos de tipo icono), pero cada uno de
estos términos ya no será útil para otras determinad enes.
Diremos que hay que pagar un precio muy alto para este tipo
de designaciones, porque, además, tendríamos que llegar a
convenciones sobre un número prácticamente infinito de tér-
sinos específicos.
Hay muchos objetos para los que no hay necesidad
de un término tan específico. Con poseer un término que se
pueda asignar a “la clase de esos objetos”, tenemos sufi-
ciente, y se produce una cierta “economía”.
Si usamos de términos que posean una cierta
analogía o semejanza, no necesitaremos una convención previa
para que la comunicación Sea efectiva, pero si usamos day
signos arbitrarios, será necesaria una información comple-
mentaría que produzca la convención que Se necesita para que
la comunicación resulte eficaz.
Si movemos nuestros brazos y manos, no hará
falta una convención para transmitir la idea de “vuelo’0
porque existe todo un fondo de cultura que aporta la infor—
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mación complementaria para entender este gesto. Ésta forma
de expresión que parece tan sencilla es, en cierto modo, muy
costosa, pues harían falta una infinidad de gestos si cada
uno debiera parecerse a lo que debo representar.
Interesará, por tanto, una designación arbitra-
rio. Poro habrá que tener en cuenta que cuanto SAS
trarta sea la desígnaclén, ns será necesaria ¿una convencién
~ara hacerla -funcionar. Si la convención cuesta caro, y el
use es muy limitado, no tendrá mucho sentido hacer aparecer
un signo así.
Existen palabras vacías de significado como
“cosa” o ‘éso” que entran muy bien en relación con los
objetos en ambientes de contextos muy concretos. Se tiene
así una economía en el aprendizaje de las palabras. Estas
palabras no tienen significado fuera del contexto, pero en
él tienen una utilidad innegable. Sucede lo Sismo con
algunas letras en álgebra. Las letras en álgebra son como
estas palabras. La “x” es el “éso”, o como se decía en los
comienzos del álgebra, hasta los e. XV y XVI$ “La cosa”.
Cuando escribo en matemáticas
a-x -- b
puedo estar estudiando las ecuaciones diofánticas y, enton-
Ces, yo Sé que las letras son números enteros <7). Si estoy
haciendo álgebra, y considero esta expresión como tan polino-
cia. puedo decir que elijo los coeficientes ‘a” y “b” en el
conjunto de los números racionales <O), y trabajo con poli-
nomios de coeficientes racionales; o puedo elegir el con—
239
junto “R” como campo de definición de los coeficientes y de
la “indeterminada u”, para trabajar con polinomios reales de
variable real. El conjunto que yo elija va a suponer la
estructura de soporte que va a dar un contexto a la signifi-
cación de las letras.
Es una necesidad el disponer de signos que se
puedan rapldaanente poner en contexto Sin transportar nada
con ellos, sin aa-rastrar ninguna significación propia, o la
menor significación semántica posible. Psi utilizamos estos
signos en un contexto determinado que permite mantener,
durante un cierto tiempo, la significación, y destruirla
dccpuós rápidamente. Su aprendizaje no produce un coste de
memoria. Con estos signos la asociación depende, en un
momento dado, de la persona y no de la cultura.
Pero tenemos también otros caracteres unívocos,
que podrían considerarse como “símbolos”, en el sentido de
una analogía, al menos de cierta falta de arbitrariedad en
la con”anción. Como si fueran de algún modo determinados, no
totalmente arbitrarios. Por ejemplo, la letra griega mayús-
cula “E”, que es utilizada para representar “la suma de”. C
el carácter “r” que se asemeja a LIna “S” (inicial de “suma”>
alargada y que se usa para otra suma, en este caso de infi-
nitos sumandos, que es la integral.
Se trata de pequC~as excepciones a los signos
convencionales, como sucede con algunas palabras del len-
guaje común que son oaoo<natopéyicas y cuyo sonido presentan
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analogía Con el sonido que representa.
1.7. TEmI1Nfrn6~A EJE USAREj’nOs.
Nos vamos a adherir a un uso de los términos
basado en el que hemos identificado como habitual en los
textos matemáticos. El uso de los términos que adoptaremos
result.rá familiar a los profesores de Matemáticas.
La terminología que vamos a usar es la
siguiente;
SÍMBOLO. Denominaremos así cualquier grafo
Uctra o dibujol de los empleados para representar DE FORMA
CONVENCIONAL una relación o un concepto matemáticos,
El símbolo podrá estar constituido por una o
varias letras, uno o varios números, combinaciones de letras
con números o dibujos.
SIGNO. Alguno de estos símbolos recibirá, por
costumbre, el nombre de signo, como:
— Los que denotan las cuatro operaciones aritmé-
ticas: <+,—,x,al. Así escribiremos: “signo ‘más’”, “signo
‘menos’,”signos de multiplicación, ‘.‘ y ½‘“, y “signo de
división, ‘0’
— Los que denotan las relaciones; “e”, “U’, “<“,...
y así escribiremos: “signo ‘Igual’”, “signo de pertenencia”,
“signos de desigualdad < ‘, • > ‘a etc.
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¡.7,1. PRECISIóN Y IBIGÚEDAD.
Precisión
En la elección de los significantes matemáticos
se busca la mayor precisión posible, a la vez que tambiéa,
interesa la concisión.
El significante debe contener la mayor informa-
ción posible sobre el significado, de modo conciso u
inequívoco.
Así se usan peque~as diferencias en la escritura
para aportar información sobre el significado. Por ejemplo,
diferencias entre ayótocilas y aSiflósCLAlas.
En Reotnetria se usan las letras mayúsculas: A,
B,C,. ~. para representar puntos o vértices de una figura y
las letras minúsculas a, b, c, ...para los segmentos
correspondientes a los lados <en el caso del triángulo,
además, se escriben con la misma letra el vértice y el lado
opuesto a él).
En Álgebra las letras mayúsculas se usan para
representar conjuntos y las minúsculas para representar los
elementos de esos conjuntos.
La posición de los símbolos en la escritura es
otra característica fundamental que se usa para representar
distintos significados.
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Ejemplo it La fracción algebraical
— Zx’ 4 5
x ‘4-2
lx’ • 9 —3x> — 5
x+2
La colocación del “—‘, que varía solo ligerainen’-
te, en ambas expresiones produce una simbolización
diferente.
Ejemplo 2: £ub—índices o super’-índices tienen
significados completamente distintos,
a> representa el producto a-a
una diferenciación, es decir, a,
es diferente de a. y, a veces, una relación de ordena
Ca “sigue” & a.
Ambi oúedad
cuí tades
implícita
Pero esta precisión que se busca encuentra difi-’
para su concreción, por la ambigúedad que llevan
algunos significantes matemáticos.
Por ejemplo.
~±s~s zic• (Igualmente el “y” y el “:“)
La ~x” representa distintos objetos matemáticos
segón mí contexto en que se halle. <Esto se verá con más
detalle en el apartado ‘¿4CL~gIQO&g g~Q U
es distinta de
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En el cálculo y resolución de Ecuaciones
senta el núsero incógnita que hay que calcular.
En los Polinomios representa la indeterminada en
la que se encuentra expresado ci po]inoinio. flqui puede, o
no, ser un número.
En las Funciones representa a la variable inde-
pendiente (en el caso de la “y”> y = f(x), seria la variable
dependiente; en el caso de la z’, depende de la iunción
establecida, seria una de las dos variables).
además la x” arrastra una serie de significados
procedentes del contento social en el que el alumno se
encuentra.
Por ejemplo, en el juo~o de las quinielas signí—
4ica resultado de empate”, en vez de resultado des-
conocido” -
En las respuestas de un cuestionario, o en un
test, indica ‘respuesta afirmativa’, pero no, ‘respuesta
desconoci da’.
U- 110D2
En Matemáticas puede indicar:
Operación diferencia o substracción: Y — 3
El opuesto de un número, —5. En este caso sirve
para indicar un número negativo.
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El opuesto de una letra; —a. En este caso el
signo “meros” puede indicar una cantidad negativa siempre
que a’ Sea positiva, o positiva si” a” es negativa.
En Química, situado en la parte superior derecha
de un elemento o de un grupo, indica ionización negativa;
OH , Cl
En Lengua o en escritura teatral indica comienzo
de párrafo
Juan.— No quiero acudir cada vez que llame!
Toda esta variedad de significados se encuentra
asociada al símbolo, e interviene do una forma u otra en el
momento de efectáar la interpretación necesaria para captar
el significado en un conte,<to concreto.
El profesor debe ser consciente de que está
introduciendo significados diferentes para los simbolos que
,taneja y que su atenta vigilancia es necesaria para con—
snguir que el alumno asimile las nuevas interpretaciones que
tiene que utilizar.
¡.7.2. YARrACIot~s cm¿ LA P~ICT6N.
Hay sfmbolos cuya significación varia según la
posición que ocupen en la escritura, de nodo que exigen una
escritura delicada y cuidadosa y una interpretación atenta.
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Pnnto
~: punto” es uno de los símbolos que cambia su
significado según la posición que ocupa en la escritura.
— Entre dos números o letras significa producto
7-4 a-d
- Sobre un número o una letra indica “múltipla de”
7 a
— Entre dos vectores quiere decir “producto escalar”
u -
Dos puntos (uno sobre otro) indica
<entre dos letras o númoros), divisitn”
(en una secuencia de escritura>, “aviso de
aparicióntm
— Varios seguidos indica siguiendo aSi
1 A,
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— Entre números o letras (en la parte inferior
de la escritura (y a veces en la superior) indica “parte
decisal’
1.7 2’5 a’bc
— Entre números o letras <dentro de llaves)
indica “separación’ entre éstos (“conjuncidm, como en
lenguaje)
C a,~,f,15 1
— Entre dos números o letras (dentro de paren—
tesis o corchetes> toma alguna de las siguientes SiQni—
f ic.c i ones~ { “intervalo de núsros reales Latí erto>”
<2,5> “o músero coaplejo escrito en farsa de pr
o vector en el plano
t2.5) Mntervelo de múseros reales (cerrado>”
— En la parte superior derecha de un número
quiere decir “sinutos de grado
52’ = 52 minutos
— En la parte superior derecha de una letra <a
veces una coma, otras veces dos o tres) sirve para dis-
tinguir ‘anas letras de otras
a a’ a’’
— En la parte superior derecha de una letra que
represente a una función indicará “función derivada
y’ e
1 1
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— Delante de un número indica que “éste es
—7
— Delante de
•el optaesto de ... -
—a
— <a+b•3)
En este caso,
tratarse de una expresión
— Entre
coste’
p
q
diferentes
a—b
7
3
una letra o paréntesis quiere decir
el opuesto de »r
el opuesto de “a+b+3
y a pesar de su apariencia, puede
positiva.
dos números o letraa puede representar
4 operación diferencia o substracción”
Operación cociente’ o fracción
o “nú.ero raciwial”
— Sobre un número o una expresión (considerados
como números complejos) sirve para indicar “el cnnjugado.
7 z 3—i
— Sobre la x <o la y) sirve, en Estadística y en
Geometría Analítica, para indicar “el valor sedio” o “la
medía”
x
— Sobre el símbolo de un conjunto indica ‘el
comnpleeentario” de éste.
A el conjunto complementario de A
Eui óri
negativo’
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— Sobre dos letras mayúsculas, en Geometría,
indica segeentr
PO segmento que empieza en el punto “P”
y acaba en el punto ‘O”.
— En la parte superior derecha de un conjunto
quiere decir •subeonjunto de éste formado por los elementos
nsqat 1 vos
O = <Números racionales negativos)
1 = (Números enteros negativos>
1 1
Más
+
— Delante de un número indica signo positivo de
dicho número
+17
— Delante de una letra quiere decir cor~ el
mismo signo de la letra y por tanto la expresión completa
puede ser negativa o positiva según lo que represente la
Ictra.
4-IT’
— Entre dos números, un número y una letra, dos
letras o dos expresiones indica la operación sun o adición
a•b, p+4, 7’5+l
— En la parte superior derecha de un conjunto de
números indica el mubconjunto formado por los elementos
positivos de esa conjunte
+
R = <Números reales positivos>
1 A,
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Paréntesis
o
— En operaciones aritméticas indica el “orden de
preferencia de las operaciones
.3 - (4 — 1)
Esto es, que debe ejecutarse antes la diferencia y luego el
producto.
— En expresiones algebraicos elementales
para dejar una cantidad indicadau
5,< <~—3J
sirve
(<—3) es la cantidad tres unidades inferior a ‘y.
— Con un número y un punto sobre él puede indi-
car “conjunto de flítiples de .
(~) = conjunto de múltiplos de 3
indicará “un.
Con un término general, en su interior,
sucesión”
<a,.)
puede indicar
<n+4)
Cori dos números o dos letras, en vertical,
misero Co*binatorio o “matriz”
(;)
pero. en horizontal, tambión Mntervalo abierto” o “par” o
vector en el plano
(*,b) (4,6)
— Con el símbolo o indica “intervalo abierto”
(3,+e)
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— Con tres números o tres letras puede indicar
terna” o “vector en el espacío” o “matriz”
<a,b,c) <3,1,2>
— Con varios números o letras, en una disposi-
ción por filas y columnas Indicará “matriz”
(1 ~)
1 1
FI echa
-3
— Sobre números o letras indica “vector”
y <7,3>
— Entre x’
números puede Indicar;
“aplicación”
e “y’ u otras parejas de letras
funcl 6r1 • “correspondencia”
x —2’ y
3 —> 4
o —> ~
a —> b
— Entre dos letras mayúsculas que indiquen
proposiciones puede significar •impltcación”
o
o
A ..> B A implica B
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— Entre dos letras mayúsculas que indiquen
conjuntos puede significar e1 segundo contenido en el
primero” que es otro ,nodo de implicación.
4 —> E E contenido en 4
A, ¡
Asterisco
— Entre dos elementos cualesquiera puede indicar
opraCIán
a*b
— En la parte superior derecha de un conjunto de
números indica el conjunto sin el elemento ‘cero’”
N Números naturales sin el cero.
1 1
Números
pequeWos
— Sub—indices. Cuando están colocados
parte inferior derecha do la escritura de una letra
una distinción de otras letras semejantes. En
indican una ordenación que se corresponde con la
números naturales
en la
indican
general
de los
a, a3 . -. a,.
— Super—índices. Colocada una “n” en la parte
superior derecha de una letra, un número o una expresión
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Indican “potencia de g,ado ‘no
73 ~ C3xy>
— Escritos debajo y
indican los extremos de éste.
encima de un sumatorio ‘1’
— Escritos en la parte inferior derecha y
superior derecha de la integral ‘p’ indican los valores de
la variable que son origen y extremo de la integral.
+1
J i <x) dx
—1
‘Integral desde x —l hasta >¿ +1”
— Escritos
derecha <p) de
de variaciones
en la parte inferior derecha (e> y
las letras mayúsculas y ~ O, indican
o de combinaciones de ‘e’ elceentos
t ‘Número de combinaciones de 5
5 elementos tomadas de 3 en 3’
— Escritos en la parte inferior derecha de
letra mayúscula P indica el número de elementos en que
toman esas permutaciones.
la
se
P “Núee,-c de permutaciones de h
h elementos”
Superior
“Número
de orden
1 1
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1.723. LA LETRA X.
— En una ecuación reprczsonta lo desconocido, lo
que se debe calcular la incógnita
7 ,<~ — 5 x
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— En una e;presión simbólica representa a la
variable
5w> expresión algebraica
cos x coseno de ~t
— En un polinomio representa a la indeterminada
7,J + % x — 5 y + 2
— En una expresión funcional representa a la
variable independiente
y = tag w “y” (variable dependiente: e,
igual a tangente de ‘x~ <variable independiente).
¡ 1
En el caso concreto de esta letra ‘x empleada
como incógnita <desconocida), es conveniente tratar de
averiguar algo sobre ella y su origen, para matizar •sí, en
lo posible, su ambigliedad.
Vamos a intentar bucear en su nacimiento como
concepto matemático,
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DIOFANTO. <ceiglo III>
Quizá el primer momento en que se haya utilizado
la “Incógnita” e,<presada como tal, y del que tengamos
constancia histórica, sea en la “Arithmetica” de Diofanto
(c. 250 d.dC).
Diof4nto es considerado como el precursor del
álgebra, no porque su sincopación haya llegado hasta noso-
tros y la utilicemos actualmente, que no ha sido así, sino
porque es la primera constancia escrita que tenemos de una
sincopación para expresar la incógnita y sus potencias
De Diofanto se han conservado los seis primeros
Jibros de su Arithmetica y en ellos, según Eves (19801,
utiliza abreviaturas para las potencias de la incógnita:
Desconocida al cuadrado, (ra): A que son las dos
primeras letras de 1. palabra griega “L’rNAMIt” (potencia>.
3 .7
Desconotida al cubo, tn ) 1 K que son las dos primeras
letras de la palabra griega “K~B0E” (cubo).
y abreviaturas semejantes para las siguientes
potencias hasta la sexta, como ya hemos dicho en el primer
capí tul o.
Pero recordemos que la “desconocida” estaba
expresada por un símbolo que, observando la confección de
los anteriores a base de abreviaturas estenográficas, podría
resultar formado por la combinación de las dos letras “a”
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(alfa> y ““ (rho> que son las dos primeras letras de la
palabra griega “arithmos” que significa “número” Aunque hay
autorem que dicen que asemejé más a la letra ‘ “ <sigma
cuando es final de palabra) que es la última letra de la
misma palabra y que equivale a nuestra “s” actual, en espa—
~ol. Se ve, pues, que la incógnita me representa con distin-
tos s~n,bolos dependiendo del exponente a que esté elevada.
Esta obra de Diofanto de Alejandría muestra una
gran habilidad matemática y en este punto se puede comparar
con los grandes clásicos de la Época Alejandrina pero se
aparte de los métodos tradicionales griegos que eran métodos
geosetricos y recuerda más a la matemática babilónica. Sin
embargo también difiere de ésta pues en los problemas babi—
lór,icoc so buscaban soluciones aproximadas de ecuaciones
dpterrnIna~! y, sin embargo, Diofanto se dedica a estudiar
soluciones e~:actam de ecuaciones det~r-minada~ e indeter
De las tres grandes etapas que se reconocen
actualmente en la simbolización del álgebra: retórica,
sincopada y simbólica formal, la Arithmetica de Diofanto
pertenece, sin duda, a la segunda, pero desgraciadamente es
un momento históricamente aislado, aunque hay que reconocer
con Eves que es ‘un gran momento en Matemáticas’.
PRAHMAGUPTA. Cm. VII>
También entre los hindúes se encuentra un álge--
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bra sincopada y entre los signos de producto o rail cuadrada
aparece la expresión de la desconocida en forma abreviada,
<Eves, 1920>:
desconocida Cx> ya que son las dos primeras letras
de la palabra “yavattavat”.
números enteros conocidos llevaban el prefijo “ru”, letras
iniciales de la palabra “rupa” que quiere decir “el número
absoluto”
otras desconocidas eran indicadas por la sílaba inicial de
diferentes colores. Por ejemplo, una segunda desconocida
podía ser expresada como
ka de “kalska” que se traduce por “negra”
Se podían encontrar,asimismo, expresiones como
las siguientes:
ya ka E bha que sería: Bxy (pues bha, tras los
factores, indicaba “producto”, dc la palabra equivalente
india “bhavíta”)
ka 10 que sería: 410 (pues “ka” de la palabra
“karana”, que quiere decir “irracional”, se utilizaba para
indicar la rail cuadrada>.
En este autor, no se puede saber si las poten-
cias de la Incógnita seguían una nomenclatura básicamente
igual, para la incógnita, o no. Pero sigamos observando.
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CHUQUET. <e. XV)
En su obra manuscrita Tr~art~ ea ¿s iaea~g des
DQflibrg2 aparecida en 1424, Nicolás Chuquet utiliza un simbo-
lismo bastante avanzado. La obra está escrita en un estilo
esencialmente retórico, pero con importantes sincopaciones
<Boyer, 1926, p. 355).
En la tercera parte de esta obra trata de la
~5 2L2819t2’ Llama “premier” a la incógnita, lo cual
es original en su tiempo, pues lo común durante los siglos XV
y XVI era llamarle ‘la cosa”, derivada de C22 del latín,
pero en sus traduciones, como ~flg~ en francas, ~ en
italiano y cosi en alemán.
Los nombres empleados por thuquet eran
premier la incógnita
champe la segunda potencia
cubiez la tercera
champe de champ la cuarta
Empleaba los exponentes para expresar simbólica-
mente las distintas potencias de “x”, e incluso, escribía
con e~.ponentes negativos, como se ve en los ejemplos que
insertamos a continuación <Flegg—Hay—Moss, 1984, PP.
155,156)
96 dividido por 60 se obtiene 1630 íes
720 “ S~ •‘ “ 90—5 95~•
Estas escrituras corresponden a las escrituras actuales
72 84
— •9xa ,.t 7x5.12—0
e Sx~
Se vuelve a encontrar una expresión diferente
para una potencia diferente de la incógnita, a pesar de que
se trata de un simbolismo muy avanzado en otros aspectos.
PACIQLI,<s. XV)
En la “Summa” (1494> de Luca Pacioli encontramos
la siguiente sincopación;
ca Sílaba inicial de “cosa” para la x
ce Letras iniciales de ‘censo” para x’
3
cu Sílaba inicial de “cuba” para x
4
ce ce Que viene de “censo de censo” para x
y formaciones de éstas abreviaturas para las siguientes
potencí as.
DESCARTES (%. XVI!)
Es Descartes el que alcanza una rotación
matemática para la incógnita <y las variables) usando las
últimas letras del alfabeto, como en la actualidad;
reservando las primeras letras para los parámetros, y
adoptando también la notación exponencial.
Todo lo cual habla de la cierta amibiguedad con
que nace el uso de la incógnita y de sus potencias.
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II. TAMJb DE SiMfl~ ~TBlATlC~
OLe se crfrecen con el fin de evidenciar la
diversidad que presentan y e1 osfuerzo necesario, por parte
dr los profesores, para su corrccta introducción; así como
la varimda dificultad que presentan para su dominio, por
parto de los alumnos.
NÚMEROS
0. 1,..., 9
Oos cifras o Ihás
, 7=, - . -
4S
7~o
Una cifra
Operación de potencia
Nu,neraci ón
N2 complejo en forma
polar
SíMBOLOS VARIADOS
Dperaci ones
= A -‘ = -“.1 < ?
0/=~
4-
Relaciones
Peri ódo
Valor absoluto
Determinante
Tanto por Ciento
Tanto por mil
‘Perpendicular a”
“Divisor de”
t
“Tal que”
260
1/ “Paralelo a’
O Paréntesis
EJ Corchete
O Llave
Cuantiiicadors “Para
todo”
• Infinito
o ‘Contenido en”
• “No contenido en”
E “Pertenece a”
E “No pertenece a”
U Unión
fl Intersección
“Tiende a”
c
“tuya imagen es’
0 Conjumto vacío
“SL y sólo sí»
“Equivalente a”
• Composición
Anqul o
II II Norma
LETRAS
Mayúsculas
Con junt os
A, B, .. < Sucesos <Probabilidad)
Puntos (Geometría)
M.C.D Máximo común divisor
MCM. Mínimo común múltiplo
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Mediana (Estadística)
Mlxi mo
n, s
Magnitudes
9
N.D, R, 1, C
P
5
U
Superficie
Volumen
Conjuntos de números
Perímetro (también minúscula)
Suma (Progresiones)
Li mi te
C
Logaritmo
Minóscttlas
a
a. b,...,x,’’
d
e
ir
mcd.
mcm
p
r
flpotema
Número cualquiera
Diámetro
Diferencia (Progresionos)
Número irracional
Interés (()ritmtt~co ccoo-a,>,
(
Unidod ingiruxri¿
Mír.i <nc
i mt znaúr dS visor
Minino común múlt4llo
Número’ natural
Pc: inetro <también senliperímetro>
Probabilidad
Radio
Regresión4 > <Estadística)
Cosi, correlación
Razón Progresionec
Incógnitas, indeterminadas, varia-
bies
ti
x, y, o
262
Mayúsculas griegas
Suma
Discriminante: b~— 4ac
Increcentol fl x
Funcí ón
Ley biriomial
Minúsculas griegas
a, a, ‘r, 8,
e, &
6
1 +.15
2
ángulos (Trigonometría)
Peque~as cantidades positivas
Desviación típica (Estadística>
Números irracionales
Mcdia
Momento central
(Estadística)
Módulo (Números complejos>
Parámetros, coeficientes
Variable Aleatoria
REUNIóN DE LETRAS
Potencia de “a”, de grado ‘e”
Coeficientes pol inámicos
Sucesí once
Combinaciones
Diferencial de ‘½<“
Frecuencia relativa
1
r
y
r~’ >~
a”’
a,., b,.,
, C~.,.
dx
ir
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ATt.
w
Complejo en forma polar
permutaciones
Variaciones
Polinomios
REUNIÓN DE LETRAS CON NúMEROS
Potencia a.a.a
Potencia 1/a
Términos de sucesiones
Matriz inversa de “A”
a—.
a,, a2,
6”
CV.
Fr—.
e-
, Ma , -‘
Potencia m.m.m
Metros cúbicos
Grados
Producto
Combinaciones de 7 elementos,
tasados de tres en tres
Función inversa de “Fr”
Parámetro “gi cuadrado” (Estadíst.)
Espacio vectorial de dimensión 2,3
Soluciones de una ecuación (raicesí
REUNIÓN DE LETRAS y SIMBDLOS
Función de “x’
Polinomio en
Probabilidad del suceso “A”
Intervalo “ab”
NQ complejo en forma de par
<w
p(x>
pCA>
(a,b)
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“a” es divisor de “b’
Número combinatorio
Distancia del punto “A” al punto “B’
Múltiplo de “a”
Conjunto de los múltiplos de “a”
“a” multiplicado por “b”
“a” dividido por “b”
a dividido por “b
Proporción
Raíz enésima de “a’
Integral definida entre “a” y “b”
Función “‘U’
2•
O Cf)
y
4
a
a ±bí
aCcos ~ ±i cose>
Dominio de la función “1”
Derivada de la función ‘y”
Conjuntos de números sin el cero
Matriz ampliada de “ti”
Vector “a”
NS complejo en forma binómica
NS complejo en forma trigonométrica
ABREVIATURAS
arden a
arcos a
arctg a
Arcosene de “a”
Arcocoseno de “a”
Arcotangente de “a”
a jb
a
b
d (A, 9)
a
Ca)
ab
a; b
a
b
“4-a
b
a
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cos a Coseno de “a’
cotg a Cotangente de “a”
det (A, Determinante de la matriz ‘A”
mv ta~ Conjunto de los divisores de “a”
Dom Dominio
ewp en Exponencial de “N . e
hm Límite
log Logaritmo decimal
In
Logaritmo neporiano
Ln
máw Máximo
mm Mínimo
Mo Moda <Estadística>
Pct (Pl Potencia del punto “P” respecto de
una circunferencia
Rec Recorrido
sen a Seno de a
sec a Secante de “a”
tg a Tangente de “a”

CQPLTtLO 4S
y. OKS1’IWdARIO SOBRE El. LS] Y LA INT~~ACI ÓN DE LAS
De todo lo precedente, como ya se prevé, mi
interés se ha ido canalizando hacia la exploración de la
comprensión, por parte de los alumnos, de las letras, de su
interpretación. uso y posibilidades de expresión; de ahí
nació la posibilidad de un cuestionario específico que
pudiera costrar las concepciones y comportamientos así como
algunas dc las dificultados más específicas de su uso.
fl lo largo de estos a~ts de euporiencia docente
he obs9rvado por parto dc los alumnos comportamientos con el
uso de las letras que he deseado estudiar de una forma
cuantificada estadísticamente, para medir mejor su importan-
cia. P.cimismo he recogido estudios hechos en Espe~a y en el
eutranjcro sobro estos comportamientos y su incidencia en cl
apre-ndlraie (Arti que, 1996,1969a.b, Balacheff, 1927, Booth,
1927, Prousseau, 1963, 1927, 1999, Chevallard,1926, 1999,
1990. Frreudenthal, 1963, Grupo Cero dc’ Valencia, 1984,
«eran, 1961, 1922, etc.) De todo ello ha surgido el presen-
to cuestionario que voy a explicar a continuación.
Este cuestionario pretende facilitar datos para
el anM isis de, los comportamientos espontáneos de 1 os
alumnos con las letras, empleadas de modo algebraico, y si,
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comparación con los comportamIentos adquiridos después de
una ense~anza tradicional de álgebra durante dos—tres a~os.
Es el periOdo de tiempo que media desde el
principio del curso 72 dc Ense~an:a General Básica al final
del 1’ curso de Bachillerato Unificado Polivalente o del
1” curso de RE.M. (Reforma de Enoe~an:as Medias).
Y. 1 ANALISIS A PRIORI DEL CUESTIONARIO SOE EL USO Y LA
IKrE~’RETAcI ÓN DE LAS LETRAS.
Este análisis a priori se realiza para clarifi-
car las metas que se persiguen al realizar el cuestionario y
las expectativas que se tienen ante los resultados.
El análisis “a priori’ tiene un doble objetivo;
Primgr-o: Describir el cuestionario. En esta
parte descriptiva se presenta el cuestionario, se ewplican
las preguntas, cuestiones o problemas planteados y las
razones, a nivel local, que han llevado a su planteamiento.
Se especifican las características que poseen las preguntas,
cuál es su relación con el conocimiento que estamos anali-
zando Como resultado de estas razones se hace una previsión
do las respuestas de los alumnos, es decir, se trata de
hacer una relación de las respuestas esperadas en función de
las características de las preguntas
Se incluyen, para cada ejercicio del cuestiona-
rio, dos aspectos diferentes!
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A. Las características do las preguntas con
evpresión del objetivo que se pretende con ellas.
B. Los comportamientos esperados de los alumnos
y lo que creemos que esos comportamientos indican sobre las
concepciones de los alumnos.
El objetivo de esta descripción es dejar claro
lo que realmente se está poniendo en juego con estas pre-
guntas. Cúales son las concepciones, o los conocimientos,
que esperamos que el alumno va a tener que movilixar para
dar respuesta a las cuestiones planteadas.
5~g~~d~3 Esta ewplicitación y esta previsión de
comportamientos va a iniciar lo validación del proceso. Esta
validación se va a obtener confrontando este análisis “a
priori” con el análisis “a posteriori” que a su vez vendrá
sustentado por el análisis de los resultados del cuastiona-
río, por el estudio de las preguntas que hayan podido hacer
los alumnos durante su realización y por el estudio de las
entrevistas individuales hechas a propósito del cuestionario
y, en general, por todos los datos que durante su realiza-
ción, o postcriormente, se hayan recogido.
El cuestionario completo figura como Anexo III.
~‘álisis de los ejercicios 1,2 y 3.
Diferencies del ejercicio 1 con los ejercicios 2 y 3’
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riur;Áng r~n
1.’— Rellana los puntos suspensivos:
2 “““““‘> z 4’ 5 ± —‘> 4±
4—>. 5—>
Con el ejercicio n21 se quiere investigar CUAL
ES EL CDMPQR1’ANXENTQ ESPONTáNEO que los alumnos tienen con
una expresión en la que aparece una letra escrita junto con
un número. Se plantea en las dos posibilidades iniciales de
suma (:+5) y producto <4:>.
Por esta razón, la “tarea a realizar” no está
explicada. A través de un ejemplo se busca que el alumno
descubra lo que se le pide.
El alumno tiene que interpretar la expresión c+5
para la suma (y, después, 4: para el producto), para identi-
ficar la tarea que debe realizar. Se le da un ejemplo en el
que se muestra que a “z” le corresponde la expresión “z+5”
y. según coco la interprete, se espera que va a producir
distintas respuestas
a) Si el alumno interpreta que se trata de
sumar 5 unidades a lo que tenemos’ (que es “z” en el
ejemplo), entonces se espera para el caso:
4
que responda.’”9” <resultado de sumar 4+5>.
Y como segunda respuesta para el caso:
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que escriba: “p+5” (sumar 5 unidades a “pl.
En el caso del producto, si interpreta que 4z
es “multiplicar “z” por 4” (o 4 veces “z”), las respuestas
Ser í anT
‘20” ( multiplicar 4 por 5). para el casol 5
“
4q” Qq” multiplicada por 4), para el caso’
b) Si interpreta que so trata de “escribir UNA
letra ‘con” (este “con” será “sumando” o “multiplicando”
según el caso> UN número”, la primera respuesta podría ser:
4 + z. 4 + q, etc
pues ya que tiene el número “4” pensará que debe a~adir una
letra cualquiera.
En la segunda respuesta podrían aparecer varia—
demente:
p+5, p+4. etc...
pues, en ella, tiene la letra “p” y creerá que debe aiadir
un número cualquiera.
En el caso del producto, con esta interpreta-
ción, correspondería ‘escribir UN número con UNA letra al
lado” y podrían darse las respuestas
Primera; Sz, Sp,
Segunda! 3q. Yq, .. (incluso 4q),
pues entre éstas últimas se podría encontrar la respuesta
272
‘4q” <correcta, pero) surgida de esta interpretación. Las
entrevistas individuales servirán para diferenciar cuál de
las interpretaciones ha sido usada.
e) También puede darse una AUSENCIA DE INTERPRE’
lAdóN. La escritura puede sorprender al alumno y éste no
sabe cómo interpretarla, ni puede por tanto identificar la
‘tarea”.
La actuación del alumno en este caso suponemos
que será dejar la cuestión en blanco, o responder al azar.
La respuesta al azar sólo se puede comprobar con
las entrevistas ‘a posteriori”, pero hay que realizarlas con
cuidado pues incluso a veces cl propio alumno no es
consciente de los motivos que le han llevado a una determi-
nad. respuesta y puede dar la impresión de que ha respondido
al azar.
En algunos casos, las respuestas incompletas
<algunos apartados se responden y otros, no) resultan ser
indicios de respuestas al azar, en las que la falta de
seguridad en un tipo de razonamiento concreto ha impedido
continuar con respuestas aleatorias.
di Se esperan también en algunos alumnos res-
puestas de tipo SECUENCIAL. Esto es, que al tener que res-
ponder a varios apartados, creemos que pueden darse respues-
tas como
4+6
p +7
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en las que, a falta de un indicio más claro, el alumno
roalica su tarea de una forma correlativa Es un tipo de
respuesta al azar,
La posibilidad de esta respuesta nos la han
sugerido los estudios de Hart, 1984.
EigCcAstQ~ ~A Y ~‘
2.— 2 saado con x” se puede escribir como: x + 2.
~‘ma 2 en cada tino de 1 os casos si gui entCs
a> 15 —> ...., b) x • 6 —> .....3 c) Zx ————>
3.— x saltiplícado pr 3 se puede escribir co
3”” Multiplica por 3 en cada uno de estos casos
tI 7 —> ---- 3 b) x 4’ 4 —> ......‘ c) Sx ———>
En estos ejercicios queremos medir la CAPmCIDAD
DE EXP’PESIÓN de estas operaciones por parte de los alumnos.
Para los alumnos de 7Q de EGE será una capacidad
ESPONTáNEfl y, para los alumnos de 19 SUP, deberá ser una
capacidad ~DDUíR!DA a lo largo de la enseRanza del álgebra.
En estos ejercicios la “tarea” está expflctada.
En el ejercicio nQ 2 se trata de “sumar 2” y en el nQ 3 hay
que “multiplicar por 3” y el alumno debe expresar su res-
puesta en tres apartados en cada ejercicio
Posibles respuestas a las cuestiones 2.a y La
Las cuestiones 2.a y 3.a tienen por objete el
cálculo numérico exclusivamente, e indicarán también si el
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alumno ha comprendido la tarea o no. Las respuestas que se
esperan sonT
a> “iT (para 15+2) y 21u (para 7w3)
que Indicarán una correcta interpretación de la tarea y que
se supone que serán dadas por una mayoría de los alumnos, ya
que la instrucción está dada en lenguaje materno, y las
operaciones a realizar son ekclusivarnente Con números,
bí fl5’42 y 1-3”.
Éstas respuestas dejan la operación indicada.
Las seFralamos como respuestas asbigúas. Con ello indicamos
que esta respuesta puede provenir de un alumno que inter-
prete “15+2” como una suma <aunque la deje indicada), o de
un alumno que no se atreve a realizar la operación porque no
sabe cómo interpretar lo que quiere decir el ejemplo “x+2’
que le han dado, y en el que la operación le parece que
“tampoco está realizada” Y entonces deja una expresión
escrita, que es semejante a la dada, por no tener una idea
nítida de lo que representan las expresionesT “x+2 y .sx
Posibles respuestas a las cuestiones Lb y 3.b
En estas respuestas creemos que influirán las
distintas interpretaciones que los alumnos se hagan de las
expresiones x+6 y w+4.
i) 1km tipo de respuestas rnj.éricas exclusivaeente: -s
y 12.”
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Corresponden a lo que llamaremos “U” (o DEP)T
“letra desaparecida’.
flquí. el alumno, ante la falta de información
que para él aporta la letra ‘Y”, la hará desaparecer en la
respuesta. La ‘Y” no le representa riada a nivel numérico y
tampoco sabe cómo sumarle el “2”, de modo que suma las dos
unidades al número que tiene y. para él, la respuesta a la
operación de suma es simplemente “6”.
En el ejercicio Lb esta misma actuación corres-
ponderá a la respuesta: nr , como resultado de multiplicar
por el número 3 la ewpresión T,+4 en la que ‘Y” desaparecerá.
ii Otro tipo de respuestas nustricas.
Corresponden al comportamiento que llamaremos
“y” (o VnP)I “letra valorada”.
Son respuestas en las que se asigna a las letras
un valor, determinado por el alumno, de forma personal,
siguiendo criterios o indicios ajenos a la propuesta del
ejer c i c i o’
Por ejemplo en el apartado 3.bT
x + 4 .,. contesta “7”
substituyendo la ‘Y’” por el valor “3” del enunciado.
lii) Respuesta — la que no se tiene en cuenta la x
(perO 50 eStribe>.
Son respuestas coso; ex y 12<
27d
Es el comportamiento que llamaremos “N” (o NP):
‘letra no tenida en cuenta”,
Se producirán estas respuestas cuando las opera-
ciones indicadas se realicen solamente con los números y SC
a~ada la letra ‘Y’ a la escritura porque ‘antes también
estaba”, pero sin haberla tenido en cuenta en el momento de
hacer cl cálculo. Será así una LETRA DE ACQMP4~¡AMlENTO.
Este a~adido de la letra se podrá hacer de
distintas formas Primero; ñF~aditndola como estaba Si esta-
ba sumando se la puede a~adir sumando.
De “w+6” más “2” se obtendrá: x+8
y de “x+4” por “3” se obtendrá: x+12
Segundo: Poniéndola “al lado”, Con ésto quedará
como Si estuviera multiplicando’
De “x+6” obtendrá: 2w
y de “x+4” por “3”: 12,¿
Coso acabamos de ver, esta forma de operar con
la letra ‘Y” puede generar respuestas correctas en unos
casos e incorrectas en otros, Correctas como la primera
“x+B’, que enmascaran lo erróneo da la concepción, que está
detrás del procedimiento seguido, o incorrectas como ,c+12”.
Éste será también el caso en que se emplee para
multiplicar, por ejemplo, ‘5w’ por “3”, en el apartado 3.c.
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En este ejercicio, esta forma de realizarlo daría como
resultado 15w, que coincidiría con el resultado correcto que
se obtiene al interpretar “5w” corno un producto de dos
factores.
Para distinguir esta concepción errónea de la
correcta, en la respuesta “weB”, podernos usar uno de estos
dos métodos
1. La comparación de esta respuesta del alumno
con la que haya dado al item 3.b: “multiplica por <la
ewprczsiónl w+4». Si en este caso ha respondido ‘Y+12” es que
el alumno ha usado la ‘Y” como LETRA DE ACOMPAAAMIENTO ó
letra “no tenida e,” cuenta, pero escrita”
Si éste no es el caso, emplearemos el procedi-
miento
2. La entrevista individual con el alumno en la
que éste explique el procedimiento que ha seguido para
obtener la respuesta.
ivRespuesta ambigOal ‘x+6+2 y x+4xr
No diremos que sea incorrecta, pero es una res-
puesta ambiqúa. También podríamos llamarla “tímida”. Se dará
en los alumnos que, al saber que hay que sumar 2, también
saben que hay que poner +2, pero luego no se atreven a
continuar,
En realidad, a partir de esto expresión indicada,
caben muchos comportamientos diferentes. No sabemos si ese 2
lo podría Sumar usando una especie de propiedad distributi—
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va, en la que realizaría lb suma del 2 a la ‘5<’ <expresAndo—
lo en diferentes formas, como 2w o x’) y también al “2”, o
lo podría sumar solamente al 2 terminando en una respuesta
dcl tipo “w+E” u
Respuestas a las cuestiones 2.c y 3.c
Ante la cuestión 2.c, en la que se trata de
‘sumar 2 a 3w” esperamos respuestas en la forma:
U “3x + 2”
que puede provenir de una interpretación de ~w como un
número producto de otros dos o, tambitn, de una interpreta—
ción ambigúa de “Tw”.
U) “5”
También se puede encontrar, como se ha visto más
arriba, la respuesta exclusivaaente nusérica: 5 es decir,
con Ja letra “2’ desaparecida.
iii) “5±’
Esta respuesta correspondería a la letra “no
tenida en cuenta, aunque escrita”
En el apartado 3.c en el que se pide “multipli-
car por 3 1. expresión 50’ esperamos algunas respuestas del
tIpo’
i> “15”
que es la respuesta que corresponde a “letra desaparecida’
<o eliminada).
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ti> “15w”
respuesta que englobaría a la x no tenida en cuenta (o de
acompawatniento) y a la interpretación de “Ex” como producto
al que se aplica la propiedad asociativa para multiplicarlo
por “3”.
gi&staQ ~A2~
4.— Dadas las etpresiones
p~l • • p—2 • p—5
¿Puedes contestar?:
La .enor de ellas es
L.a mayor de ellas es
O, no puedes contestar porque
Este ejercicio está pensado para analizar cómo
razone el alumno ante una cuestión de ordenación con ewpre—
siones que incluyen una letra de valor desconocido
Se quiere ver si emplean una estrategia de
sustitución, considerando a la ‘p” susceptible de tomar un
valor cualquiera dentro de un CONJUNTO DE VALORES POSISLES.
Puede ser que el alumno responde:
1) “Le menor de ellas es pa
La mayor de ellas es p+7 (ó 2n”
(Las respuestas de “la mayor es p+7’ ó “la mayor
Os 2p” se considerarán equivalentes>
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Ésto indicaría un incompleto análisis de las
ettpresiones, basado, ó bien en la sustitución de “p” por
ALGúN valor numérico (en general un único valor entero
positivo O por la comparación ingenua de una parte de la
e2presióñ (la parte numtrica~~ +1, +7, —2,.. y “el doble
de”. (La distinción entre los dos métodos se hará con las
entrevistas individuajes).
También puede responder!
iii “Ésta pregunta mo se puede contestar porque”:
UC “No se conoce el valor de ‘p””~
Si el alumno da esta respuesta, resulta AMBIGUA,
pues puede provenir de un RECHAZO de todo antlisis ante el
desconocimiento de la parte literal O’p’) de la e~:presión o
de un análisis de las expresiones algo más completo que el
quc hemos nombrado cás arriba, incluyendo la sustitución do
“ji” por varios núseros. Esto habría dado a “p+7” como mayor
para algunos valores de “p” y para otros mayor a “2p”.
Ésto se intentará aclarar, como siempre, a
través de las entrevistas.
O porque;
~a “Para valores de “p mgngcms que 7 la
expresión mayor es “p+7” y para valores de “P” BIY9Cfl que 7
la .ayor es 2j,””.
Esta respuesta sería correcta en el conjunte, N,
en el conjunto 2 y en el conjunto R. Las entrevistas indivi—
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duales permitirán saber en qué conjunto han trabajado los
alumnos, si nos interesa estudiarlo.
IjDr~1cág NS .~
5.-’ Rellena los puntos suspensivost
a) Si p+q37.entontes p+q+2.,.......
bí Si x — 134 = 672 • entonces x — 135 =
cl Si b+d6, entonces b+d+f=
Los apartados 5.a y 5.b. Son semejantes en el
sentido de que, en ambos, se puede hacer un cálculo “con los
numeros solamente, aunque su grado de dificultad creemos
que difiere mucho.
El primero se presenta más sencillo, pues 37
representa a TDD4 la expresión ‘p+q”, que puede ser vista
por el alumno como UN TODO INVÁRI4NTE y. entonces, lo que se
debe hacer es sumar 2 a “p+q”, es decir sumar ‘57+2’ ó sea
39’
En el ejercicio 5.b, por el contrario, la expre—
sián dada, ‘x—134’, que aporta el punto de apoyo numérico:
672, pora el cálculo, varía convirtiéndose en x—135”, y la
operación que se debe hacer con ‘672”, para lograr el
resultado, no es obvia. Debe analizarse cuál es la re-
percusión del aumento de “134” a ‘135’ sobre la diferencia
‘x”’I34” y ésto supone un trabajo mental de tipo “secunda-
río”, pues hay que calcular la variación sobre una opera-
clOn, no sobre un número.
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Se espera que los alumnos obtendrán mejores
resultados en la 5,a que en la S.b.
El apartado 5.c.
Aunque ofrece un esquema gráfico semejante aí de
5.a, en este caso, lo que se debe sumar es “f’• algo desco-
nocido; ¡una letra!.
i) Puede que surjan respuestas que revelen la
letra con valor adjudicado, o “letra valorada”, como:
it> “b+d+f — 9” valorando bd3 ‘
en que se ha repartido el valor de “6” entre “b” y “d”, y
luego se le ha asignado el mismo valor a “‘U.
ia> “b+d+f — 12’
valorando las letras según el número de orden que ocupan en
el alfabeto. Ésto es, ‘b” (la segunda) bC; “d’ (la cuarta)
d4, y “f” (la sexta> f6.
1.> “b+d+f = 7’ valorando simpícaente f = 1.
u> También puede darme la respuesta ‘kf” que
corresponde a la “letra no tenida en cuenta pero escrita” o
‘letra de acompa~amiento”
6.—¿Outpuedesdecirde”psipZq+7 y q<4?
En este ejercicio se trata de manejar las letras
“ji” y “q” como VARIABLES. Queremos ver si el alumno inter—
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preta “p” como una variable dependiente de los valores de
“q”, siendo “q” un CONJUNTO DE VALORES: “q < 4”.
Se piensa que pueden darse las siguientes res-
puestas
il “La p” puede ser 10, 13 o 16”
Esta respuesta corresponderá a elegir para q<4
los valores del conjunto <1.2,3>. Respuesta que seria
correcta en Nt
Ii) “La “p puede ser 7, 10, 13 o 16”
Esta respuesta sería correcta en N pues corres-
ponderá a haber elegido el conjunto <0,1,2,3> para interpre-
tar la relación q<4.
iii) “p =16” Eo “p<l6” que la consideraremos
equi val ente)
Esta respuesta se considera diferente de la
anterior, pues en ella hay una simbolización de la condición
que cumple ‘ji”.
En esta respuesta se aprecia que han sido consi-
derados los números naturales, o, como mucho, los números
enteros (negativos y positivos menores que “4’> pues se ha
obtenido como valor superior de “p” el 16 que corresponde a
ji = 3<3 + 7 16.
iv> “p < 19”
Ésta Sería la respuesta en la que se habría
interpretado la “ji” como variable dependiente de “q” y se
284
habría considerado a “q’ como un CONJUNTO DE NúMEROS REALES.
Eumr.~jsL2 Ng Z
7.— Si “p” representa el número de pepimos comprados y
t” el núero de tosates comprados, y sabesos que cada
pepino cuesta i~ pts. y cada tesate 10 pts.
¿Qué representa ISp + lOt 7
cuAl es el múmero total de vegetales cowrados?
En la primera pregunta de este ejercicio los
alumnos deben interpretar la e,tpresión
15p + lOt
en la que “p” y “t” son “el número de pepinos” y “el número
de tomates comprados”.
Las respuestas esperadas son las siguientes:
Respuesta i) SI les alumnos interpretan correc-
tamente “p” y “t” como números dirán que esta expresión es:
el precio total de lo comprado
pues comprenderán que se trata de la suma de los productos
de cada número de vegetales por su precio.
Respuesta u) 15 pepinos y 10 toaates
Esta respuesta corresponde a aquellos alumnos
que interpretan »p” y ‘t’ como las iniciales de las palabras
“pepino” y “tomate”. Es lo que llamaremos la interpretación
de ‘la letra como OBJETO’, que será representada por “O” <u
DR). Se trata de lo que consideramos como una respuesta
pr imar i a.
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Es una respuesta que podríamos llamar “de
indicio”, siguiendo la terminología de Piaget. Lo que se
reconoce como “indicio” es algo que forma parto del Objeto
representado: la inicial tomada como representante de la
palabra.
El segundo apartado tiene, a su vez, dos posi-
bles respuestas, correspondientes a las dos interpretaciones
que han dado lugar a las dos respuestas anteriores;
Respuesta U “p + t’
que es la suma de los números de los dos vegetales.
Respuesta u) “15+ 10” o
que es la respuesta correspondiente a la interpretación de
las letras como iniciales, pues entonces “lSp” son ‘quince
pepInos” o sea “quince vegetales”.
NI
¿Qué puedesdecirde”et si t=4m+3 y t=23?
En el ejercicio se trata de ver si el alumno usa
de la igualdad como una verdadera información.
En este caso la relación le dirá algo de las
letras ‘t” y “m” y esperamos que substituyendo “t’ por 23,
aunque sea mentalmente obtenga la igualdad
23 = 4C + 3
que le permitirá calcular el valor tsE usando ‘la letra como
INCÓGNITA’. Esta es la respuesta esperada.
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Se ha preparado una expresión sobre la que se
pueda leer”, directamente, el resultado, después de haber
substituido “t” por 23, pues no se trata de que el alumno
demuestre su capacidad de calcular sino su capacidad de
relacionar las des igualdades, usando luego la letra o’
como incógnita,
2
9.— Sahiemdo que a 4’ 45 se puede escribir de farsa
más simple como Sa. Escribe de forma más simple, cuando se
pueda:
~ + 5b —
~ 4’ 5c —
Sb 4’ 5c + b — ..
5+c4’5—c ..
~ + (2. — 5b) —
En esta pregunta se incluyen cinco apartados de
manipulación de ex’presiones algebraicas. Se trata de obser-
var algunos comportamientos específicos como
Respuesta 11 La CONSERVACIÓN DE LA INFORMACIÓN.
Este comportamiento ha sido observado por Pascal, 1960 y
consiste en que el alumno se resiste a perder cualquier tipo
de información. Por ejemplo, ante “3b4Sb” responde “Sb’,
pues quiere conservar las “dos b—es’, o, en el apartado
“3b+5c+b”, realiza como respuesta ‘Sbc”, o, en el caso
‘~b,(2a—5b)’, escribe “2a±b”, pues se resiste a dejar de
escribir algún término.
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Respuesta ji) También esperamos que se puedan
dar respuestas de “letra valorada” para intentar obtener
resultados numéricos en los distintos apartados.
Respuesta iii) Igualmente esperamos algunas
respuestas del tipo “letra no tenida en cuenta” (letra de
acompa~affii ento)
3b+5c=Bbc ¡ 3b+5c+b9bc
SÓ +(2a — 5W 2ab
NS .19
10.— Si setes que
mm +p
y que
a + n + p = 60
¿Qué puedes decir de “ir?
Se trata de un ejercicio donde esperamos compor—
tamientos:
Respuesta il Con resultado m=30, subst,tuyend.o
“n+p” por “m” en la segunda igualdad y deduciéndolo.
Respuesta it) Con VALOR’mCION de letras como por
ejemplo; mnp2O o. n30 y np15 o algún otro valor
elegido, siguiendo criterios personales y no justificables
aparentemente.
Eufr&LaQ t12 U
11.— ¿Qué puedes decir de “n si sabes que n • p = 20
y que n es menor que ‘p’?
Se trata de un ejercicio que, en cuanto a las
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posibilidades de VALORACIÓN de las letras, es semejante al
anterior. Admite respuestas:
Respuesta 1) “n 10” o alguna respuesta en la
que se consideran las letras como CONJUNTOS DE N’$NERDS
posibles. Para este tipo de respuestas, el alumno ha hecho
uso de la letra como VARIABLE, pues ha calculado “n” en
4unción de “p”, a través de la relación ‘“n” es menor q~’e
Respuesta u) Respuestas en la que se da a “n”
un valor único, es decir respuestas del tipo nk. Puede ser
“nIú” si se reparte el valor 20, o “n14” si se hace una
VALORACIÓN de la letra siguiendo el orden alfabético o algún
otro valor.
NR 12
12.— Elige un número, halla su doble, súmiale 10,
divide por 2 Y réstale 5. a)¿,Qué observas? (Puedes probar
con otros números)
b>¿,Puedes explica, ésto?
c) Intenta expresarlo utitál ica.ente
a> Se trata de una primera parte de cálculo de
una secuencia numérica de operaciones. Está dada en
“lenguaje materno’ <que caracterizaremos Como lenguaje
‘LEN’). Se espera una respuesta mayoritaria.
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bí Es una pregunta de reflexión sobre el
resultado sorpresa: sale el mismo número que se ha tomado
corro número inicial. Con esta reflexión se prepara al alumno
para el siguiente apartado.
cl Aquí se íes pide que expresen mediante una
fórsula el proceso seguido. En esta fórmula la letra va a
representar a un número cualquiera del CONJUNTO DE NúMEROS
posibles.
~igEg.!skQ NR 11
13.—Si al cuadrado de un número le quitamos 3 unidades
obtenemos 7E. ¿Cuál era ese número?
Es un ejercicio de cálculo con el enunciado en
lenguaje materno. Este tipo de enunciados los caracteriza-
romos como “LEN’. El resultado que se busca es un resultado
numérico. Esto será caracterizado como “NUN”. Es un ejerci-
cio que se puede hacer mentalmente.
NS lA
14.— El doble de un número más su mitad es igual a 20.
¿Sabes cuál es ese número?
Explica cómo lo calculas
Se trata también de un ejercicio de cálculo en
lenguaje materno “LEN” y con resultado pedido numérico
“NUM”, pero este ejercicio es más difícil que el anterior
para realizarlo mediante una deducción lógica.
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U Una solución esperada, es el planteamiento y
resolución de la ecuación que dará el resultado: “2”. La
letra habrá sido empleada cono incógnita.
it) También esperamos algún tipo de razOnamiento
aritmético deductivo. Por eJemplo, basado en las fracciones,
tenemos el siguiente: Se dice en el problema que se suma “el
doble de” más “la mitad de”. Si se toma coco unidad “la
mitad de”, esta uni dad debe aparecer 5 veces en cl total (4
veces por “sí doble del número” y una vez por “la mitad del
número”). Este total es 20. La unidad debe ser la quinta
parte de 20. es decir, 4. Esta unidad es “1. mitad del
número’, luego el número es 8.
~jgt;isiE PIlE fl
15.— Si sabemos que un dólar equivale a 100 pta y
llamamos “d al número de dólares y “~‘ al número de
pesetas. Escribe una ecuación que relacione “d” con “p.
Si cambIo 2.000 pts. ¿Cuántos dólares me darám~
Este ejercicio está planteado, al igual que el
nP 7 y el nP 22, para dar la oportunidad de usar de las
letras “como objetos”. Las respuestas esperadas son~
U p laúd
Esta es la igualdad que indica que el número de
dólares “d” se tiene que multiplicar por el número 100 para
obtener el número dc pesetas “p” equivalente.
29!
ir íd = lOOp
Esta respuesta corresponde a una lectura de la
e~presi~n””Un dólar es igual a cien pesetas”, donde “d” y
‘ji” son tomadas como iniciales de les palabras respectivas.
Es lo que Jíamamos tomar la letra “como objeto”.
El segundo apartado del ejercicio es un caso
práctico de conversión de pesetas a dólares, para comprobar
si eÑisten alumnos que saben realicar el cÁlculo, aunque no
expresen correctamente la relación.
E.ir.a~tg tAU té
16.— Er~ un vagón de tren hay ‘h compartimentos de 4
plazas y f coeparti.entos de 6 plazas. ¿Cómo expresarías
el nú,aero de plazas que tiene ese vagón?
¿Cuántos coaprtimantas tiene el vagón?
En este ejercicio el alumno debe escribir expre-
sienes con algunas letras que le damos y, por tanto, tiene
oportunidad de demostrar la interpretación que hace de las
mismas. Puede VALORARLAS (VAL) o incluso HACERLAS DESAPARE-
tER (DI si no sabe cómo interpretarlas.
En el primer apartado, concretamente, el alumno
puede HACER DESAPARECER las letras tomando los números que
aparecen en el enunciado y sumándolos con lo que obtendrá el
resul tadol
4 + 6 = 10 (En lugar de “4h + 6-fI
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Este mismo resultado puede darse en el segundo
apartado. En este caso se trataría de una VALORACIóN de las
letras. pues se habría substituido cada letra por el número
correspondiente del enunciado, escribiendo
44610 <Enlugarde”h+f”)
Se parece al ejercicio 5.c porque el alumno
tiene que escribir e,tpresiones con letras, por eso decimos
que las dos preguntas tienen carácter SIMBóLICO (SI, pero Se
diferencia en el tipo de enunciado. El enunciado en la
pregunta S.c es con lotras, lo que llamamos de carácter
L!TERAL <LI) y en ésta es del tipo LENGUAJE MATERNO (LEN).
17.— Si sabemos que p — Q + 7. ¿Qué le sucede a
cuando “q” aumenta en 3 unidades’? ........................
IB.— Si b = Sc 4 1. ¿Qué le sucede a “b” cuando “c’
aumenta en 2 unidades?
Estos ejercicios están preparados para que el
alumno trabaje las letras como VARIASLES (VAR>. Consideramos
que el enunciado es de tipo LITERAL (LI), porque en él se
dan expresiones algebraicas que el alumno debe considerar;
1 ‘bSc+i”
1) El alumno que interprete las letras como
variables responderá
‘que »p” aumenta en 2 unidades’ y
“que “b’ aumenta en e unidades”
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u) rí alumno que no interprete las letras como
variables, sino como representantes de un valor fijo, nos
puede contestar a la pregunta nQ 17 diciendo
“que “p” mimenta en 10”
pues sumará 2 al 7 de la owpremi ón.
Ei~caa~ NR 1?
La ecuación Cx + 2)’— x2 = 116 tiene como solución
“x=3”- ¿12ué solución crees que tendrá la ecuación’
(3x + 2)~— <3x)’ = 116 7
Este ejercicio está preparado para estudiar la
como INCÓENITA (1) de una ecuación.
Se trata de ver si el alumno usa la substitución
en la ecuación para buscar la solución al problema.
Por supuesto, no se pide que hagan una re-
solución algebraica de la ecuación, como en el caso de las
ecuaciones de segundo grado, pues el alumno no sabe resolver
ecuaciones de tercer grado en general. Se les pide un
razonamiento basado en la comprensión de la ‘Y” como
solución de una ecuación.
Eitcd.aQ NR
20.— El kilúmetro y la •illa inglesa se encuentran en
la proporción de 5 a E. ¿A cuántos kilómetros equivalen 56
si 11 as?
4
294
Este ejercicio fué anulado por un error en el
enunciado. Debía haber dicho: ~La milis inglesa y el kilóme-
tro se encuentran
UEB~L~LO NR ZI
El Sr. Pérez es viajante y cobra 100.000 pts al mes de
sueldo base. Adesás por cada viaje que hace recibe 5.000
pesetas.
Si v” es el número de viajes realizados mt, um mes y
~‘I’~representa el EtELDO TOTAL, escribe una fórmula que
relacione “T” con “.“ mensualaente..........................
¿Cuánto cobrará cm total un mas en el que haya realí
rada 4 viajes~
En la primera parte de este ejercicio se trata
de ver si los alumnos pueden escribir una expresión SIMBÓL!—
CA y, en la segunda, se trata de un cálculo numérico sobre
la misma relación que antes se les ha pedido escribir.
Dueremos comparar, al igual que en el número 15,
los resultados “simbólicos” con los resultados “numéricos
NS 32
fl.— Si compro 3 bombones y 5 caramelos y sabiendo que
los bomb’,es cuestan “b” pesetas cada uno y 105 caramelOs
“e” pesetas cada uno, ¿Qué representa la expresión S~ + Sc?
Este ejercicio es semejante a los ejercicios n2
7 y nP 15. Se trata de estudiar la interpretación de la
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‘letra como objeto” (O). La diferencia con los anteriores es
que aquí hay un enunciado “más familiar’ al alumno.
Se quiere observar si
tratamiento de la letra como OBJETO
dad” del enunciado.
EimWs.tn NS ¡L. NS ZL. NS Z~ NS
23.” Babeen. que el área
Ñrea — base x altura. ¿Cuáles son
quíos siguientes?’
aumenta o disminuye el
al variar la “familiarí—
de un rectángulo es!
las áreas de los rectan
12;
‘7
22:
“o’
¿
24.— Sabemos que
base x altura
el área de un triángulo es:
¿Cuál es el área
si gui entes’?:
3
e
2
de los triángulos
.4
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~.— El perímetro de un polígono es la suma de l.t
longitudes de sus lados. ¿.CuáI es el perisetro de los
siguieyttes pcI iga~os’?
1-
L
A LI
26.— ¿Cuál será el perímetro de este polígono, cuya
figura solo vetos parcialmente, si sabemos que tiene n
lados y que todos miden 2 cm. de longitud?
Todos ellos tienen en común el enunciado de tipo
GRá~lCO CG).
Los números 23 y 24 tienen un primer apartado de
solución numérica y los otros dos apartados deben dar lugar
a expresiones con letras. Las que llamamos expresiones
SlMBóLlCA~ (Sí, Se trata de ver el tratamiento que los
alumnos dan a las diversas letras ~ue aparecen. Se espera
obtener resultados que revelen tratamientos del tipo VALORA-
CIóN de las letras (“VAL”). letra NO TENIDA EN CUENTA (“Nl
o letra DESAPARECIDA (“D”>.
El número 25 es semejante, pero en la primera
parte sólo se puede dar un errDr del tipo “VAL”, ya que no
se presta a ahacer desaparecer la letra (“D”l o a no tenerla
en cuenta <“N”>, pues no hay números que lo propicien.
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El ejercicio número 26 es un ejercicio ya clási-
co en los tests sobro uso de letras. Aquí está pensado para
resultado correcto o error da “VALQRACZ¿N” (“VAL”> exclusi-
vanente.
il resultado “2n”
u í resultados como:
Que se obtendría contando el número de
lados visibles.
“IR” Contando la parte ondulada como UN
lado más.
1.2. CARACTEREG DE LAS PREGUNTAS
Las preguntas del cuestionario han sido elegidas
como tales en virtud de algunas características especificas.
Estas características son las que vamos a llamar
‘CARACTERES’ de las preguntas.
Van,os a trabajar con distintos tipos de ‘carac—
tares’.
__ eg: giQIftLG ~t&n ~,25 IDeAt.~c&sL g~e a).
enunciado de tas RCEQ ~ En nuestro cuestionario hemos
considerado tres de este tipo;
- fl.1. Carácter ‘LEN’;
Este carácter es el que poseen las cuestiones
que tienen el enunciado en lenguaje materno.
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Son de este tipo los enunciados de los llamados
“problemas de letra” como el de la cuestión nfl 13:
“Si al cuadrado de un número le quitamos 3 unidades
obtoneTos 72. ¿Cuál era eme número?”
También se consideran así las cuestiones del
tipo de la n~ 2l.A:
“Si ¼“ es el número de viajes realizados en un mes y
‘T’ representa el SUELDO TOTAL, escribe una fórmula que
relacione ‘T’ con ‘y’ mensualmente”
Porque, aunque en su enunciado figuren las
letras “.0 y ‘2”. no lo hacen formando parte de una CV.pre—
sión simbólica que el alumno debe interpretar.
- L2. Carácter “LI”:
Carácter ‘literal’. Este carácter es el que
tienen las cuestiones en cuyo enunciado interviene algún
simbolismo con letras como, por ejemplo, la pregunta nQ 10;
“Si sabes que
m=n+p
y que
mi + n + 60
¿Qué puedes decir de “m”7,....................
En el enunciado de esta cuestión entran dos
igualdades de cuya relación debe ser deducida la respuesta.
Ea decir, hay que “leer” y relacionar estas igualdades para
responder.
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- 4.3. Carácter “6”.
Carácter gráfico. Diremos que tienen este carác-
ter aquellas cuestiones en las que el enunciado contenga
alguna información de tipo gráfico, es decir, en las que el
enunciado contenga alguna figura.
Tiene, por ejemplo, este carácter el apartado 22
de la pregunta n2 23;
“Sabemos que el área de un rectángulo e5
Arma = base x altura. ¿Cuál es el área del rectángulo
siguiente
1’ 9.
Se podrían tener en cumnta otros caracteres de
los enunciados, como, por ejemplo: “Lenguaje familiar”,
“lenguaje social” y “lenguaje imaginario”. O “Enunciado con
una sola información” y “enunciado con varias informa-
ciones”, etc.
E’ 2ts~ ttn ~g tg que se han ten ido en cu~o~
en el cueqti~nario ~on j~gq qu~ Eét~~ ~s ~at~ottnto
s~ quede dar a jas letras que intervienen ~n la cues&i ón:
:
- S.l. CARáCTER V4L (O YflP)t LETRA CSI
VM~ ADJUDICADO”.
Una cuestión, diremos que tiene el carácter
“Val”, cuando es tal que pide al alumno responder utilizando
una letra (o varias), de modo que el alumno tiene la Opor—
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tunidad de substituirla (e substituirlas) por un valor <O
valores adjudicado por él siguiendo un criterio personal
(sin que esta substitución sea solicitada o necesaria>,
Un ejemplo de cuestión que tiene este carácter
es la nfl 5.CI
“Si b + d 6, entonces b + df 4 =
El alumno puede responder ‘6”f”, paro también
puede, llevado por su deseo de dar una respuesta numérica,
elegir un valor para la letra “4” y escribir resultados como
“Q”o ‘12”, valorando la letra “4” como “3”, siguiendo el
criterio de que todas las letras valen lo mismo y. como sabe
que la sume de “b” y “d” es “6”. deduciendo que bd3 y.
como consecuencia, f3; o valorando la letra “f” como ‘6”,
por scr la “seuta” letra del abecedario.
Por permitir estas posibilidades en la respues-
ta, se considerará que la cuestión np S.C’ tiene el Carácter
“Jal
- B.2. CARáCTER “r (o “w”>t
Se trata, en este caso, de escribir la letra
pero ‘NO TENERLA EN CUENTA A LA HORA DE CALCULAR”. Escribir-
la simplemente “al lado’1. También llamamos a la letra usada
de este modo, “letra DE ACONPAFAMIENTO’
Se dirá que una cuestión tiene el carácter “N
cuando permite que el alumno pueda hacer tete USO de la
letra.
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Por ejemplo, la cuestión nP 5.C, de nuevo.
En esta cuestión se puede dar una respuesta como
“6<”, que la interpretamos como “letra de acompa~aniento”.
En esta respuesta cl alumno tiene en cuenta la letra “f”,
pero no sabe qué hacer con ella y decide ponerla simplemente
‘al lado” dcl número “6”.
Del mismo modo para la cuestión nP 3.4:
“Suma 2 a x+6”
puedo obtenerse como resultado.’”Sx”, en vez
Por tanto, también diremos que la
tiene el carácter “N”.
del resultado
pregunta 3.4.
- B.3. CARáCTER D <o EP”H
Se trata de la letra DESAPARECIDA o ELIMINADA
por el alumno.
Diremos que tienen el carácter “O” aquellas
cuestiones en las que puede darse este tipo de tratamiento a
la letra. Por ejemplo, la cuestión nP 3.4. que acabamos de
escribir;
‘Suma 2 a
en la que una respuesta posible es:
a
donde el alumno ha hecho desaparecer la letra “x’; la ha
eliminado de la respuesta.
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La cuestión nC 5,C. nombrada más arriba, sin
embargo, consideramos que NO tiene este carácter “D”, pues
no creemos que pueda darse. por parte del alumno, la elimi-
nación de ninguna de las tres letras (“b”, “d’ o “fI.
- 9.4. t~áC1fl C;
La letra como CONJUNTO DÉ NÚMEROS.
Se trata de que la letra sea Interpretada como
representante de más de un número y que esa interpretación,
hecha por el alumno, sea perceptible en alguna de las res-
puestas esperadas.
Oiremos que tienen ese carácter “C” las cues-
tiones como la número “4”;
‘Dadas las expresiones;
p+l , p+7 , p—2 , p—5 , 2p
¿Puedes contestar?:
La menor de ellas es
La mayor de ellas es
O, no se puede contestar porque
En esta cuestión, la respuesta: “No se puede
contestar porque depende de los distintos valores posibles
de “p”’ Co respuestas semejantes), incluye que el alumno ha
considerado a “p’ como representante genérica de un conjunto
de valores posibles. Si el alumno, para intentar contestar,
hubiera substituido “p’ por un sólo valor, habría obtenido
respuestas comol
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“La menor de ellas es p—5
La mayor de ellas es P+7”
o
“La menor de ellas es p—5
La mayor de ellas es 2p
dependiendo del valor que hubiera substituido.
Así pues, las respuestas nos permiten estudiar
si el alumno ha considerado a la letra con un solo valor
fijo o como representante de un conjunto de números y, por
tanto, decimos que la cuestión tiene el carácter “C”.
- 8.5. cARáCTER <r;
La letra como OBJETO.
Se trata en este caso de que la letra es tomada,,
por el alumno, como la inicial de una palabra que designa un
objeto.
Se puede dar esta interpretación en cuestiones
como la nS 151
“Si sabemos que un dólar equivale a 100 pts y llamamos
“d” al número de dólares y “p” al número de pesetas. Escribe
una ecuación que relacione “d” con “p””
En ella se puede dar la respuesta;
íd = lOOp (¡1
que corresponderla a la “lectura” que hemos dicho
“Un dólar es igual a 100 pts’.
304
donde las letras ‘d” y “p” han sido tomadas como las ini-
ciales de las palabras “dólar” y “pesetas”, respectivamente.
produciendo la escritura de la ecuación inversa de la que
debería ser;
load = p
pues el número de dólares “d” debe ser multiplicado por IDO
para obtener el número de pesetas “p’.
La escritura de la ecuación <1) nos descubre los
alumnos que han hecho la interpretación de la letra que
consideramos “como objeto”.
Del mismo modo en la cuestión nP 7 se dice, en
el enunciado, que la letra “p” representa “el número de
pepinos” y como cada pepino se dice que cuesta IS pts, un
alumno que interprete “la letra como objeto” nos dirá que la
expresión “15p” representa “quince pepinos” en lugar de
interpretarlo como el producto’
15 p (precio x nP de pepinos = nQ total de pts.
que han costado los ½“ pepinos).
Diremos por tanto que las cuestiones nS 15 y
nP 7 poseen el carácter “O”.
- 8.6. CARáCTER YAR:
La letra como VARIABLE DEPENDIENTE de otra. Es
el uso para el que empleamos frecuentemente la letra “y”.
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Se encuentra este carácter “Ver” en la cuestión
nQ 17;
‘Si sabemos que pq+7 ¿Oué le sucedo a “p” cuando “q”
AUMENTA en 3 unidades?’
Diremos que se hace la interpretación de la
letra como “variable dependiente” en respuestas como’
“Que “p” aumenta en 3 unidades” o;
“Que “p” aumenta”, o incluso;
‘Que “p” var¿a”.
Sc dirá que NO se ha dado esta interpretación en
respuestas como:
“Que p q + 4”
que se podría llamar “respuesta de compensación”, porque el
a!umno trata de compensar el aumento de “q” con la dismi-
nución del número “7”. Aquí se supone que “p” NO VARíA con
“o”. El alumno en esta respuesta asignaría a “p” un valor
fijo y de ahí nacería la necesidad de la compensación.
- 9.7. CARáCTER •r:
La letra como INCÓGNITA.
Se trata del uso que se da a las letras en las
ecuaciones, cuando una letra o varias son desconocidas y se
deben calcular.
Por ejemplo, encontramos este uso en la cuestión nQ E;
“Qué puedes decir de ‘e’ si t4m+3 y t23?
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En ella se solícita el cálculo de “m” que será,
así, tratada como incógnita. Diremos que esta cuestión tiene
el carácter “1”’
g~ ~C t~L2L~ t~2ag0gi ~Q ~Y~C~4 QtCQ UaQ a
solitit~ ~r
2 L~ care~ter¿es LNWU2. x
- t. i. CARáCTER “NW1~;
Carácter de RESPUESTA NUMÉRICA.
Diremos que lo poseen aquellas cuestiones en las
que se pide directamente una respuesta en números. For
ejemplo, la cuestión n2 S.A;
“Si p+q37, entonces p4q•2
donde la respuesta pedida os el nÚmero “39”.
O la cuestión nS 21.51
“Cuánto cobrará en total un Enes en el que haya reali-
zado 4 vIajes?’
donde la respuesta pedida es 120.000 pts.
- t.2. CARáCTER “S’
Carácter de RESPUESTA SIMBóLICA.
Diremos que tienen este carácter aquellas cuestiones
en las que se pide al alumno que responda con una simbolila—
ción de una o varias letras.
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Por ejemplo, la cuestión n9 23.C. cuya respuesta es una
eMpresión que debe incluir la letra ‘c
“¿Cual es el área del rectángulo siguiente:
z
4
donde la respuesta requerida sería
área =
decimos por tanto que esta cuestión tiene el carácter “5”.
1.3. OLASIFICACIÓN DE LAS DUESTIONES
Ahora vamos a hacer una clasificación de las
cuestiones que figuran en el cuestionario atendiendo a los
caracteres que acabamos de, describir, y que son los que nos
interesa estudiar.
a,~t. ~QBÁaEB ~EN~
BCJNC lADO E~¿ LEtffiUA.IE MATERrC
Cuestiones que tienen este carácter;
2, 12.4, 12.C, 13, 14, 15.4, 15.0, 16, 20, 21.4, 21.0
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en. ceaí~xgs u.
0dUPCIADD LITERAL
Cuestiores que tienen esto caráctcr%
1.A, 1.2, 3.4. 3.2, 3.0. 3.D, 4, 5, 5.0, 6, 7, 0, 9, 10,
II, 17, 10, 19, 22
B.L £BB6ZXKB L
91t1C1AD0 SRAFIOI
Cuestiones que tienen este carácter(
23.4, 2Z.~, 23,0, 24,4, 24.2, 24.0, 25.4, 25.2, 26
L.L. ~aE&gIEE ~eu.
LETRA CON VALOR ADJUDICADO
Cuestiones con el “carácter Val”(
1.2, 3.4, 1.2, 3.0, .3.D, 5.0, 6, 7, 9, 10, 11, 16,
22, 23.2, 23.0, 24.2, 24.0, 25.A, 25.2, 26.
L2L ~AEÍVI~ H~
LETRA ESCRITA PERO NO TENIDA B~I CUEHTA. (LETRA DE
AtOtIPARMI rENTO)
Cuestiones con el ‘carácter N”
1.8, 3.4, 3.2, 3.0, 3.0, 5.0, 9, 22, 23.2, 23.0, 24.0,
24.0, 25.0.
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LL ~SE4;XgE L
LETRA DESAPARECIDA. ELIMINADA.
Cuestiones con el “carácter Di
I.B, LA, LE, 3.0, 3.D, 9, 16, 22, 23.0, 24.0, 25,E.
LA.~ GS~tLhIEB L
LETRA COMO CONJUNTO DE NÚIEROS
Cuestiones con el “carácter 0”;
4 , 6, 11, 12.0
LETRA COMO OBJETC
Cuestiones que poseen el “Carácter 0”:
7, 15.A,
Lk.CflBh~IEB YSE.
LETRA COMO VARIABLE
Cuestiones que lo tienen:
6, 11, 17, 12
S.L £SBISISB 1.
LA LETRA COMO ItC6.I~TA
Cuestiones que lo tienen;
8. 10, 14, 19
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Tienen este carácter las cuestiones:
1.4, 2, 5, 0, 10, 12.4, 13, 14, l5.B, 19, 20, 21.9,
23.4, 24.4.
~.L ~fiBÉZI~E 2.
Cuestiones con este carácter;
1.2, 3.4, 3.2, 3.0, 3.0, 5.0, 6, 7, 9, 11, 12X,
le, 21.4. 23.B, 23.0, 24.2, 24.0, 25.4, 25.3, 26
15.4,
Esta clasificación se encuentra completamente
reflejada en la MATRIZ A PRIORI.
I.4.MA’1’RIZ A PRIOR! (ANEXO IV)
La “matriz a priori” es un instrumento de análi-
sis didáctico.
Cuando se elabore la satriz a priori, se hace en
función de los intereses y expectativas particulares del
estudio que se quiere llevar a cabo,
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En la matriz a priori quedan reflejadas las
preguntas, asociadas al objetivo específico que con ellas se
pretende. Este objetivo viene representado por los
CARACTERES A PRIORI.
Los caracteres a priori identifican aquellas
propiedades de las cuestiones que las hacen interesantes
para cl estudio que sc pretende, y por las que han sido
elegidas precisamente en este cuestionario.
Para elaborar la matriz a priori coloco las
cuestiones en el encabezamiento de las columnas (separando
los apartados, si los hubiera: l.A, l.B, etc.). Esta separa-
ción tiene por objeto dejar en cada casilla una opción
binaria: si o no paro cada columna. Como el cuestionerto
tiene 26 cuestiones y algunas de ellas divididas en varios
apartados, la primera matriz a priori que hemos confecciona-
do tiene 39 columnas.
En el encabezamiento de las filas figuran cada
uno de los caracteres que queremos estudiar de las cues-
tiones. Por e2cmplo:
VAL: (Carácter de las cuestiones en las que puede
aparecer una respuesta con valoración de la letra
hecha por el alumno y siguiendo, en general,
criterios exógenos al ejercicio o cuestión)
O : <Carácter de las cuestiones en las que puede
darse la Interpretación de la letra como objeto>
etc.
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En este cuestionario se plantean 12 caracteres.
En cada columna y debajo de cada cuestión (o
apartado) aparecerán uno o varios “1” según el carácter o
los caracteres que posea esa cuestión.
Así, por ejemplo, la cuestión n2 ISA posee tres
caracteres solamente.’ “O”, ‘Len” y “E”. En su columna apare-
cen tres “1”, a la altura de los caracteres correspon-
dientes, lo cual quiere decir que, en el cuestionario, hemos
preparado esta cuestión para estudiar esos tres caracteres.
Sin embargo, el apartado “24.0” tiene cinco ‘1”.
Los tres primeros corresponden a los caractereal Val, ti y O.
Estos caracteres revelan posibles comportamientos con las
letras y son excluyentes entre si, pues cuando en un alumno
se da el tipo de comportamiento “VAL’, no aparecen, niN’,
ni”D”, y recíprocamente. El siguiente ‘1” corresponde al
carácter 3, que se~ala que el enunciado de la cuestión lleva
algún componente gráfico, Y, por fin, el último “1”, el del
carácter “E”, nos indica que la respuesta solicitada en esa
cuestidn incluye alguna letra o eRpresiórl de tipo simbólico.
Esta ‘matriz a priori’ constituye un elemento
esencial dentro del estudio a priori de un cuestionario.
Sobre ella podemos ver las posibilidades de información que
éste ofrece.
Puede ser una clasificación de las cuestiones
altamente clarificadora, en la que podemos observar:
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- 1. 4nalogías y
II. Diferencias entre ellas,
Siguiendo las analogías, podemos extraer SUB—
MATRICES que nos interesen en un momento determinado.
Estudiando las diferencias, podemos buscar la
explicación de conclusiones del estudio del cuestionario
que, en un principio, se hayan presentado como sorpren-
dentes.
1.4.1. ANALOGíAS.
Observando, en la matriz a
tiones que tienen un carácter común.
formar una SUB—MATRI?.
Tomemos, por ejemplo, el
preguntas que lo peseen sún
1.9, 3.A, 3.9. 3.0, 3.0, 5.C,
24.9. 24.0. 25.9.
priori, las cues—
puede interesarnos
carácter “N”. Las
9, 22. 23.9, 23.0,
Con estas preguntas se puede formar una sub—
matriz de trece columnas que llamaré “sub—matriz del
carácter Ñ” <que Hgura en la página siguiente).
Analizando esta Sub—matriz se pueden observar
distintas posibilidades de estudio. Por ejemplo, que el
grupo de las trece cuestiones está dividido en dos bloques,
314
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uno de ocho y otro de cinco cuestiones. Las ocho primeras
tienen “carácter LI”, es decir, están preparadas con
enunciados en los que intervienen “letras”: x,b,d,.. . en
e,~prcsiones que el alumno debe interpretar, y las cinco
últimas tienen “carácter G”, es decir, están planteadas con
la ayuda de flguras gráficas. A través de estos dos grupos
se ve que se podrían estudiar:
<Influencias del tipo de enunciado en la aparición del
carácter N.>
Es decir en el uso, por parte de los alumnos, de
las letras como “letras de acompa~amiento”.
Comparando la frecuencia de aparición del carác-
ter “N” en las ocho primeras cuestiones con la frecuencia de
aparición en las cinco últimas, deduciríamos si el empleo de
enunciados del tipo “E” favorece <o perjudica>, más que e:
enunciado del tipo “LI”, al uso de las letras como “letras
de acomparamiento’. Si la frecuencia fuera más o menos la
misma, deduciríamos que no hay diferencias importantes en la
incidencia de estos tipos de enunciados,
Por esta sub—matriz también podemos saber que,
en este cuestionario, Na podríamos estudiar;
<La influencia que el enw’,ciado en “lenguaje materno’
tiene en la ap.rición del co~ortadeiento “N>
porque ninguna de las cuestiones de la 5ub—niatri~ que tienen
el carácter “N”, posee además el carácter ‘LEN” (carácter de
enunciado en lenguaje materno>.
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- Otra observación que podemos hacer en la sub—
zatriz, es que todas las cuestiones que se han preparado
para astudiar el carácter “N”, tienen también el carácter
‘S” (preguntas en las que se pido una respuesta que incluye
alguna letra), porque se ve que todas tienen un “1” en la
línea de dicho carácter. Por otra parte, esto era esperable,
pues si se pide Lina respuesta “con letras’, se podrá apre-
ciar como trata el alumno a osas letras y, por tanto~ si las
usa “de acompaWamiento”.
En la sub’-matriz del “carácter VAR” (que aparece
en la página siguiente¾se aprecia que las cuatro cuestiones
del cuestionario, seleccionadas para estudiar este “carác-
ter”, tienen el enunciado “literal LI”. No hemos preparado
cuestiones de este “carácter” con otros tipos de enunciados
porque no nos ha interesado estudiar la influencia de ellos
en el “carácter VAR”.
En la sub—matri: del “carácter LEN” (que figura
a continuación de la anterior), vemos que, de las once
cuestiones que la forman, siete piden una respuesta numérica
“NUM” y cuatro una respuesta simbólica “S”. Yanta a poder
estudiar, dentro del enunciado en lengua materna “LEN”, los
dos tipos de respuesta exigida.
• 4.2. P~SUÉTAS SBIEJANTES.
Al observar las sub—matrices se aprecian mejor
aquellas cuestiones que tienen los mismos “caracteres’ y que
317
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llamaremos SEMEJANTES, porque ofrecen las mismas posibili-
dades frente a nuestro tipo de estudio a priori.
El reconocimiento de esta SEMEJANZA puede lle-
vamos a prescindir de alguna de ellas en siguientes cues-
tionarios ya que, si ofrecen idénticas posibilidades de
estudio, pueden suponer una sobrecarga innecesaria,
Sin embargo no haremos una eliminación automáti-
ca de cuestiones SEMEJANTES, pues es posible, y de hecho
sucede con frecuencia, que las que han sido consideradas
como tales en el estudio a priori, no resultan contestadas
por los mismos alumnos, como sería de esperar, y esto nos
ayuda a descubrir, a posteriori, determinados “caracteres”
en los que no habíamos pensado previamente.
Cuando las sub—matrices son de peque~o tama~o
(hasta siete cuestiones) se reconocen con más facilidad
estas semejanzas. Por ejemplo, en la sub—matriz del “carác-
ter 0’ (que se incluye en la página siguiente), destaca la
semejanza de las cuestiones n2 6 y n2 11 que tienen ambas
los “caracteres”: VAL, 0, VAR, LI y S. Esto puede apreciarse
también en la sub—matriz del “carácter VAR”.
Igualmente, en la sub—matriz del “carácter 1’
<que figura a continuación de la anterior), tenemos a la
vista la semejanza entre las cuestiones nP E y n2 19 que
tienen los “caracteres’ comunes: 1, LI y NUN.
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Cuando la sub—matriz es de tamaflo intermedio
(entre 8 y.ll cuestiones) se aprecian más semejanzas. En la
sub—matrlz del “carácter 8” (página siguiente), se aprecian
las semejanzas siguientes entro cuestiones:
La cuestión 233 es semejante a la 242 pues ambas
tienen los “caracteres” VAL,N,G y 5.
Las cuestiones 2~A y 2~ son semejantes pues
tienen los “caracteres” comunes VPL,G y 5.
En la sub—matriz del “carácter D” (a continua-
ción de la anterior), se destacan como semejantes la cues-
tión n2 IB con 1am cuestiones nP 3A,SB,30 y 3D que tienen
los “caracteres” VAL,N,D LI y 5. Y también las 23Cm 240 y
252 que tienen los “caracteres’ VAL,N,D,G, y 8.
Cuando las sub—cnatrices son grandes (12 o más
preguntas) se pueden, igualmente, buscar las semejanzas pero
ya no son tan evidentes. Por ejemplo en la sub—matriz del
“carácter VAL” <a continuación de las anteriores>, se
encuentran cuatro semejanzas ya descritas, y además, se
puede ver otra entre las cuestiones SC y 9 que coinciden en
los “caracteres” VAL,N,LI y 5.
De este modo, tanto la matriz a priori cono las
sub—matrlces obtenidas de ella, proporcionan información
sobre el cuestionario y sus posibilidades.
No hemos prescindido de ninguna de las cues-
tiones semejantes pues nuestra investigación va encaminada,
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precisamente, al estudio de estas cuestiones y a la compro-
bación de La exactitud o no de los ‘caracteres’ elegidos por
nosotros. Las cuestiones semejantes pueden aportar una in-
formación importante si, al ser rcspondidas por los alumnos,
se destacan cómo diferentes entre Sí.
Podemos estudiar también las diferencias entre
unos “caracteres” y otros.
Comparando las tres primeras filas de la matriz,
llama la atención que, entre los tres primeros “caracteres”,
hay pocas diferencias. Se encuentran en muchas cuestiones
simultáneamente. Pero observamos qus e] carácter ‘Val” se
encuentra en algunas como las nQ lO, 11 o 26 en las ~ue no
se encuentran los otros dos caracteres.
Si nos interesa la uniformidad de condiciones
entre estos “caracteres”, podemos formar una sub—matriz
eliminando las cuestiones que los diferencian, que son’ las
n•• 6, 7, lO, It, 25.A y 26, porque faltan los caracteres
“N’ y “D’, la cuestión nQ 16 porque falta el “N” y las n2
5.0, 23.B, 24.B porque falta el “O”.
Toda esta información la podemos obtener de la
matriz a priori, pero también es muy clara y todavía más
patente en la sub—matriz del carácter “VAL”.
Siguiendo con la observación de la matriz
inicial, vemos que las dos últimas filas, correspondientes a
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los caracteres ‘NUM” y “5», Son CASI COMPLEMENTARIAS, pues
si en una columna figura un “1” en “Num”, no figura en “5” y
viceversa, pero no lo Son, exactamente, porque hay cues-
fones que no tienen ‘1” en ninguna de las des (son las
columnas corres~ondlentes a las cuestiones n~ 4, 17, 19, y
22>, por tanto no podemos decir que “Nun” y “5” sean CARAC-
TERES COMPLEMENTARIOS.
Sin embargo, estos caracteres, son complementa-
rios en la sub—matriz del carácter “8”, porque, observando
esta sub—matriz, se ve que todas las cuestiones planteadas
con el carácter “6”, se responden, o bien con números (carác-
ter “Num”), o simbólicamente (carácter “5’). pero no en
lenguaje materno, ni con dibujos, ni con otros tipos de
respuestas.
Las cuestiones que acabamos de nombrar un poco
más arriba, piden tipos de respuestas que no están cataloga-
das como caracteres a estudiar. Se deduce que el análisis de
esos tipos de respuestas no es un objetivo de este cuestio—
n art o.
Los caracteres “Len’, “LI” y “6” si que son
COMPLEMENTARIOS. Cada cuestión tiene un ‘1’ en uno de los
tres y no lo tiene en los otros dom. De este modo, estos
tres caracteres, sirvan para distribuir la totalidad de las
cuestiones en tres grupos Las que poseen el carácter ‘Len”,
que son 11 cuestiones (o apartados), las que poseen el
carácter “LI’, que son 19 y las que poseen el carácter ‘6”,
que son 9.
328
Esto nos indica que los tipos de enunciados
empleados han sido de tres clases y que esas tres clases
figuran en el estudio como caracteres que interesan.
Sobre la sub—matriz del carácter ‘Val” podemos
hacer otra observación interesante de diferenciast
“Todas las cuestiones tienen el carácter “5”,
menos una. La n~ 10 es la .ínica que, teniendo el carácter
‘Val”, no tiene el carácter “3”, sino el carácter »Num””
Releyendo el enunciado de esta cuestión, vemos
que efectivamente, tiene el carácter “Num”, pues la respues-
ta que se pide es “30”, y que tiene el carácter “Val”,
porque permita valorar las letras y obtener resultados como
“20” que se obtendría valorando equitativamente las tres
letras que intervienen.
Se trata de una cuestión original, pues no es
frecuente encontrar un ejercicio cuya respuesta , por un
lado no exija ser epresada con letras, y, por otro, permita
a] alumno hacer la ‘Valoración” de éstas.
1.5. MATRIz DE DATOS.
Esta es una matriz a posteriori. Se trata de la
matriz de resultados que recoge toda la información aportada
por las respuestas de los alumnos.
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La matriz de datos está confeccionada disponien-
do los alumnos por filas y las respuestas a las cuestiones
por columnas.
Cada cuestión se extiende en varias columnas.
Cada columna corresponde a una respuesta específica. En
general la primera de cada pregunta corresponde a la no
contestación a la misma, ya que es un modo de ‘responder’;
hay una columna para la respuesta “correcta” y, en caso de
varias respuestas correctas, una para cada una de las posi—
blct. También hay una columna por cada respuesta incorrecta
esperada. En muchas preguntas, además, incluimos una columna
para acoger en ella todas las respuestas inesperadas que
puedan surgir.
En esta cuestionario se incluyen, como se puede
observar, preguntas abiertas. Como consecuencia el número de
columnas para cada una es variable. 4lgunas tienen tres o
cuatro y otras seis e incluso siete respuestas posibles
distintas y por tanto otras tantas columnas.
Se va a formar una matriz de datos para cada uno
de los cursos a los que se ha pasado el cuestionario. Habrá,
por tanto, seis matrices: Una de 72 EEB, una de 82 CES, dos
de IP SUP y dos de 12 REN.
El número dc columnas de la matriz de datos se
corresponde con el número de respuestas posibles. Por tanto,
es un número muy superior al de preguntas. En nuestro taso
el número total de respuestas recogidas es de 129, por lo
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que son 129 los iteas que figuran y, Cada uno de ellos,
tiene una opción binaria cuyas dos posibilidades correspon-
den a si esa modalidad de respuesta ha sido elegida o no.
La matriz de datos recoge, sintétican,ente,en el
encabezamiento de cada columna, la respuesta que esa columna
representa. En el apartado “Elementos para elaborar la
matriz de datos” , que expondremos a continuación> figuran
las explicaciones concretas de los tipos de respuestas
estudiados en cada columna.
En el encabezamiento de las filas figuran los
alumnos numerados correlativamente y a la derecha del núme-
ro, en algunos casos, las iniciales del nombre para facili-
tar la asociación con las entrevistas individuales realtra”
das despuós.
Estas matrices de datos son la base para los
estudios estadísticos que se han llevado a cabo. De ellas se
han obtenido las matrices que cada uno ha requerido.
• 5. 1. ELEMENTOS PARA ELABORAR LA MATRIZ DE DATOS O
MATRIZ DE OOMPORTAM!EI<TOS.
En este apartado se explicitan los tipos de
respuestas que se recogen en la matriz de datos.
Aunque se ha hecho un análisis previo de los
objetivos que nos proponemos con las preguntas, y de cómo
pensamos que las respuestas de los alumnos nos van a dar la
información que buscamos, nos hemos encontrado, a veces,
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respuestas inesperadas.
Cuando estas respuestas inesperadas han sido muy
dispersas las hemos reunido en una columna única con encabe-
zamientos comot “Otras” o “Dix” <de “diferentes expre-
siones 1, pero si se han presentado con una frecuencia que
nos he parecido interesante, hemos creado una nueva columna
para recoger esa respuesta específica y estudiar la informa-
ción que nos pudiera aportar.
Se describen a continuación las respuestas
representadas por cada uno de los encabezamientos de las
col umn es’
!r~gyoKa n2 ~L
No—l Sin respuesta en la primera pregunta.
9, 20 Son las respuestas numéricas correspondientes ai
<1 BIEN>
alumno que ha interpretado correctamente las tareas
sumar .2’ y “multiplicar por 4”. Ya aconpaaada de
las respuestas “p+S” y ‘4q” a semejanza de la que
se ha dado cono muestra.
4.: con p+: y 5: <en el último apartado;
respuestas variadas>
Es una respuesta que ha aparecido inesperadamen-
te. Por las entrevistas sabemos que el alumno
interpreta que debe escribir “un número y la letra
“2’”.
332
Es una variación de la respuesta anterior, Son
aquellos casos en que la “:“ se a~ade en dos apar-
tados, como por ejemplo.’”:+4, pC, Sz, 6q”> que es
la respuesta dol alumno nP 17 de B—Z.
4+5 con p+S, 4.5 y 4q
Son las respuestas que identifican las tareas
pero no las realizan. Solamente las dejan indicadas
y las anotamos separ’adamente, porque en algunos
casos provienen de un simple minetismo de escritura
sin que edeta una interpretación de lo que se
escribe.
4+q Son las respuestas en las que el alumno ha
identificado la tarea como; “hay que escribir UN
nL)nero <cualquiera) y UNA letra (cualquiera>”. Se
incluyen también, por tanto, respuestas como: ‘44+,
p. 5, Sp, q:”. Respuesta del alumno nP 12 de 79 ESS
o “x+4, pl’e, Sx, 6q”. Respuesta del alumno n2 5 dc
9—4’
92 2 y ~
Los dos primeros apartados de estas preguntas se
recogen juntos por ser, en ambos, una tarea numérica la que
se debe realizar;” Sumar 2 al número 15” “Multiplicar por 3
al número 7”
No—2 Sin respuesta en el primer apartado de los dom
ejercicios.
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17,21 Es la respuesta; 17 en el primer apartado y 21
(2 SIENI
en el segundo.
15+2 con 7.3
Se trata de la respuesta indicada pero no reali—
zada. Se conserva esta respuesta separadamente de
la anterior, porque supone un ‘deseo de permanencia
en la simbolización’.
Los apartados segundo y tercero de estas preguntas han
sido recogidos conjuntamente (en este primer estudio>.
No—3 Sin respuesta en tres o en cuatro dc los
apartados.
+6+2 con (x’4’4).3
Respuesta solanente indicada. Muestra el “deseo
de permanencia en la simbolización”.
8.12 Respuesta que corresponde a “letra DES~PAR’ECIDA”
‘o eliminada.
9 • 12z Respuesta que corresponde a “letra DE 4COMPA~—
MIENTO” o “no tenida en cuenta, pero escrita”.
Ñ+S con 3x+2, 3x+l2 y lSx
(3 BIEN)
Respuesta que realiza completamente la tarea
propuesta.
a~
No —4 Sin respuesta
334
p+7,p—5 Respuestas que dicen:
“La menor de ellas es ...
La mayor de ellas es ...
p+7,p—5’ Corresponde a respuestas ligeramente distintas
de la anterior. En la sayorta de ellee es la res-
puesta
“La menor dc ellms es ...
La mayor de ellas es .~
Pero tarr.fri~n b~’ al~ures irclttidas del tipo;
‘La menor de ellas es..,
La mayor de ellas es ... p+7’
No se ouede Es la respuesta que dice “No se puede
(4 p!Frn
-espondo;- porque depende del valor de “P”’.
No cl Es la respuesta que da:
“La menor de ellas es ...
La mayor de ollas es
y dice que la mayor de ellas “no se puede porque
depende del valor de “p”” o “puede ser ?p o
Se recogen juntas las respuestas a los dos primeros
apartados , a) y bí, de la pregunta, por ser ambos de res-
puesta numérica.
No—S Sin respuesta en algún apartado.
39.671 Respuesta que da ‘39” en el primer apartado y
(5 BIEN)
“671” en el segundo.
39.67i Son las respuestas que dan un resultado correcto
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y otro no’ 39, 673 o 39, 706 o 35, 671 o 39,
403, etc.
Después se recoge la respuesta al tercer apartado;5.c)
6+4 Es la respuesta simbólica; ótf
(S,c BIEN)
Es la respuesta;”Según el valor de 4”
5 Val Respuesta con ‘letra VmL0R~DA”. flnoto, también,
el resultado de la valoración (6 para el valor fe?,
9 para el valor equitativo f3, 12 para el valor
alfabético f~6, ...>
64 Respuesta con ‘letra DE ACDMPAI’4AMIENTD”. Incluye
también la respuesta “bdf”.
ec~~a cia
En esta pregunta se han dado gran variedad de
respuestas y, aunque se ha creado una columna con el encabe—
:amicnto “Otras” (que recoge las respuestas esporádicas), he
considerado interesante conservar algunas de ellas cuya
coracter::ación CC epOne a continuación.
No—e Sin respuesta.
6 VAL Se se~ala con un número situado en la columna
10—16. Es la respuesta que corresponde a UN solo
valor de “q”, elegido por el alumno, y luego substi-
tuido para calcular el valor de ‘p”. Es una forma
de letra VALORADA.
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Respuesta que indica que el alumno relaciona “p
como VARIASLE DEPENDIENTE de ‘q” pero nada más.
Respuesta en lengua materna: “p es mayor que q
Respuesta.’”p’Zq’
Otras Respuestas variadas. Por ejemplo:
“Que p contiene a q”. Alumno nQ 9 de 12 E.
‘Que p 3x—4 7”. Alumno n~ 12 de 12 5.
p ) 4 “. Alumno <12 13 de 19 E.
P “ 3(<4) + 7”. Alumnos n2 17 de 19 E, nQ 29 de
IB P, nB 1 de 2.3, nB 20 de 2.4.
“Que p es múltiplo o divisor de 2”. Alumno n233 de
19 E.
“Que siempre será múltiplo de 4”. Al. n240 de 12 F.
“Que “p” no se puede hallar”. Alumno nB 7 de 2.4.
lO—16’ Son las respuestas en que ‘q” se ha substituido
por varios valores pero con errores.
1O~l6 Respuesta que escribel q = 0,1,2,3 o q = 1,2,3
etc., pero que no llega a substituir para calcular
“p”. Es decir, el alumno “ve” el CONJUNTO de
valores pero “no ve” la VARIASLE DEPENDIENTE.
p<19 (6 BTEN~ Es la respuesta; “p<i9”
p<19 Indico así las respuestas: “p<$k” y “p&lb’
Son las respuestas;”p>19”
p<19’- Son las respunstasl “p es mayor que 19”
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Las dos columnas siguientes han sido elaboradas para
estudiar específicamente los caracteres “Var” y “C”.
6 VAR La letra como VARIABLE DEPENDIENTE de otra.
Son las respuestas que obtienen un vaor de “p’
;:Stii’ de “q”, aunque el valor obtenido no sea la
jrTha solución e, incluso, cuando sea erróneo.
CONJ Son las respuestas que revelan que el al umno
core: dora “q”, y por tanto “p”, con más de un
valores posibles. Anoto esta interpretación siempre
que se dé más de un valor en la respuesta. Se
incluyen las respuestas que dan valores “emtre lo y
16”.
Ergng~tá n0 7
.
Sin respuesta en la séptima pregunta.
71 (7 SIEN) Si la respuesta es.’”El total de la compra” o
“El precio total” o alguna e;~presión semejante.
7V Letra VALORADA. Se contabilizan así los siguien-
tes casos de valoración;
—Cuando la respuesta est 225 o rS. Corresponde a
valoraciones de p15; t~iO.
—Se incluyen valoraciones como.’”Es i pepino y ¡
tomate”
<Estos casos van acompaWados de las respuestas; 25 o
respectivamente, para la segunda pregunta: ¿Cuál es el núme”
ro total de vegetales comprados?)
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—Cuando en la segunda respuesta aparecen resulta-
dos como; 30, 10, 250, ctc.
70 Letra como OSIETO.
Cuando la respuesta es “‘15 pepinos y 10
tomates” <y/o 25 en la segunda).
ng
No—E Cuando no hay respuesta.
m=5 <E BIEN) Cuando la respuesta es “5”.
¡5 Si la respuesta es algún valor numérico distinto
de “5”: 15, 23, 4, 11, 20,...
nR
Esta pregunta no se incluye en algunas partes
del estudio general. Sin embargo, es una de las preguntas
estudiadas especialmente en las entrevistas personales con
los alumnos, porque es más interesante seguir las estrate-
gias que los resultados.
Conserva CONSERVACIóN de la información. Son respuestas
como: Zb+5b = 8b o 3b+Sc B(b+c).
Acomp. Letra DE ACDMPA~AMIENTO. Son respuestas como:
3b+Sc = Ebc.
Arbltr. Respuestas con errores variados no clasificados.
Bb Cuando el alumno, en la primera, responde
“8W” y da dos respuestas correctas más.
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Sbt Esto indica que hay solamente una respuesta
(9 BIEN)
incorrecta (de las cinco), es decir cuatro respues-
tas correctas.
Solo Sb Sólo responde “Sb” o las demás respuestas son
todas incorrectas.
nR
No—ID Sin respuesta.
30 <10 BIEN> Son las respuestas; “e = 30, porque e =
EOU Letra VALORADA.
Corresponde esta columna a las valoraciones
siguientes;
—Reparto oquitativo. Respuesta “20” (m=n=p=20>.
Incluida la respuesta “m30”, cuando va acompa?~ada
de’ r,ptlS.
—Respuesta “60’.
—Elección arbitraria o sin justificar;
m12, ni7 y p31
o m18, n19 y p23
—Respuesta “m58”. Valorando: n=psl.
DIX Diversas expresiones. Por ejemplo:
—“Que “e” es más o menos la principal”. Alumno <12 4
de 7B EGB.
—“Que “m” es el doble de n+p”. Alumno ~P 8 de 79
de EGE.
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—“Que “m” se puede sumar con cualquier letra”.
Alumno nB IB de 79 ESB.
—“Que m 60”. ALumno nQ 33 de fl EES.
—“Que m = 60—n+p”. Alumno nB 17 de B.3.
—“Que es una letra”. Alumno nB 21 de 5.4.
!rm~~iot~ o2 It.
No—II Sin respuesta.
011 (11 BIEN> Letra como VARIABLE y letra como CONJUNTO DE
NÚMEROS. Se trata de respuestas del tipo de;
‘0, 1,2. ..., 9” o “n < It”
Se incluye la respuesta; “Puede ser un número
cualquiera” pues, aunque es incorrecta, estimamos
que se ha asimilado la idea fundamental de VARIABLE
en la posibilidad de múltiples respuestas.
Letra VALORADA.
Se refiere esta columna a las respuestas de
valor único como “n5”, “n9”.etc.
Respuestas variadas diferentes como, por
ejecmpiot
—“Que p es mayor que n”. Alumnos rS 5 y nQ 18 de
72 ESE.
—“Que el valor de “ti” y “p” es el mismo”: (Idi
—“Que n = 20—p”. Alumno nB IB de 8.4.
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erggyo~ n0 ‘1”
No—íD Sin respuesta
NNS <12 BIEN> Manipulación numÉrica y simbólica.
Calificaremos así aquellas respuestas en que se
ha hecho la manipulación numérica y se ha intentado
(aunque no sea correctamente) la formalización con
letras, usando éstas para los números desconocidos
y relacionándolas con los números que se conocen.
NUN Numúrica.
Calificaremos así aquellas respuestas en que se
ha hecho la manipulación numérica, pero NO se ha
intontado una escritura simbólica.
LII SeRalaremos así aquellas respuestas simbólicas
en las que todo son letras, incluso los números
conacidos.
tOP Los que intentan una expresión sincopada, es
decir con palabras en abreviaturas.
Las columnas ?‘INS+CDP se toman como una columna
única cuando se estudie la letra como “conjunto de números
Pr~gy~a nP 13.
No—13 Sin respuesta.
9 <¡35) Es la respuesta; “9”.
MAL (13M) Cualquier respuesta distinta de “9”.
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!r2aynfl os It
NO—14 Sin respuesta
CÑ Comportamiento Numérico.
CNt El alumno hace manipulaciones con el
n2 20 (por ejemplo, multipl~cándolo por 2 y restán”
dale la mitad: 10, responde.’ “3D”, o dividiéndolo
por 2 y restándole 10, responde; “O”)
CN
2 O bien lo hace “probando”, como aclaran en
entrevista los alumnos ng 7 y nP 14 de 72 ESE.
CEN Comportamiento pseudonumérico.
Son las respuestas en las que el alumno ha
elaborado un razonamiento lógico y deductivo para
buscar la solución;
“Es como si fuera el triple de ese número,
porque si IB es el doble y luego su mitad y como el
doble es el mismo, su mitad es la misma”. Alumno n2
15 de 72 ESB,
Dejando aparte la confusión del enunciado, se
aprecié el esfuerzo razonador que explica las
operaciones
n ——> 2n ——> 2n+n= 3n 20
3 ——> ne——=
3<1=20 3
CE Comportamiento con ecuaciones.
Es el alumno que, para buscar la solución,
plantea la ecuación y la resuelve.
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No—lS Es la respuesta en blanco a la primera cuestión
que es la de relacionar, mediante una ecuación las
letras ‘d”. dólares y “p”, pesetas, independiente-
mente de la respuesta del segundo apartado.
COR (1581 SerIa la relación correctat “p = ICOd”
083 Es la respuesta que “lee” “d” como dólares y
como peset¿’s
‘¡ci = lODp” o “d = lOOp’
LEX La “ecuación” que plantean incluye una “x”’ Son
las respuestas de los alumnos que ligan la palabra
ecuación con la letra ‘Y”.
REL Che relacionan las letras “d” y “p” mediante una
igualdad diferente de las recogidas en “COR y OB>”.
~ nP 16.
No—ló Sin respuesta.
161 (1651 Respuesta correcta al primer apartado: 4h*óf
incluyendo aquellas respuestas incorrectas pero que
usan las letras ‘h’ y “4”.
¡62 (¡eD) Respuesta numérica. Letra DESAPARECIDA. Incluyo
el ‘¡O’ calculado de ‘6+4”, o el “24’ calculado de
“6 por 4’
163 (leV) Respuestas de letra VALORADA.
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ErP9Yo~& n5 17
.
Pregunta preparada para estudiar la “letra como
var i ab 1 e”’
No—17 Sin respuesta.
¡71 <175) Respuesta.’”Oue “p” 4~JMENTA en 3 unidades’.
Incluye las respuestas en las que se dice simple—
mente.’”Oue “p” aumenta”.
172 Respuesta: p = q + 10. Respuesta de manipulación
NUMÉRICA exclusivamente. Las letras se consideran
“invariables”.
¡73 Respuesta;”Quo “p” varía” o “Que “p’ ya no
vale igual”. En esta respuesta el alumno sabe que
algo ha cambiado, aunque no reconoce que el aumento
de “q” es causa directa de un aumento igual en
Se incluye la respuesta incorrecta;”Que “p” dismi-
nuye en 3 u.”
¡74 Respuesta’•”p=q+4”. Respuesta DE COMPENSACIÓN
para que se mantenga la igualdad: “Si “q” aumenta,
entonces el “7” debe disminuir’. Esta respuesta
considera a “p” invariable. Incluyo aquí los que
dicen” “Que ya no se cumple la igualdad”, pues
estos alumnos también suponen fijo el valor de ‘p”~
rlR IL.
No—lE Sin respuesta.
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181 (1851 Respuesta.’ “Que “b” queda aumentada en 6 u.
Respuestas del tipo: “b5c+l”
considera en ellas que las letras “b”
un sólo valor posible (no se ven como
por tanto, las variaciones se tienen
en loe números que las acomnpaftan.
NUMÉRICA exclusivamente.
Se incluye la rospuesta;”b3c+3”
ejemplo, por el alumno n2 34 de 72 EGS.
“b6c+l”. Se
y “c” tienen
variables) y.
que expresar
Manipulación
dada, por
¡83 Respuesta; “Que el resultado VARíA”. Incluye;
“Quo aumenta en 2 u.” o “Que varía disminuyendo’.
¡84 Respuesta del tipo.’”b3c+(—1)”. Es una respues-’
te DE COMPENSACIóN. Aquí”b” se considera invaria-’
bIs. Incluye la respuesta.’”b1c+l’ dada por el
alumno nQ 19 de 72 EGB.
~Cc~nt&
Sin respuesta.No— 19
191 dI9B) Es la respuesta: “x1”. Hay cuatro casos inclui-
dos de respuesta “~9” porque estos alumnos han
encontrado la relación, aunque la hayan aplicado al
revés. Son los alumnos; nB lé de 84 de REM y nQ
17,21 y 2~ de 83 de PErI.
192 Es la respuesta.’”x+3”, es decir,’”Le misma
soluci Ón”.
182
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193 Soluciones diversas. Obtenidas mediante cálculos
erróneos, pues no tienen ningún método para resol-
ver una ecuación de tercer grado. Son soluciones
comot
x36 Al. nQ 33 de 72 EGB
x¡OB Al. nB 7 de 54 de REM
<=6 ml. nfl 15 de 54
x2 Al. nQ 13 de
rcgguQ&d o.2 2Q~ No se incluye en el estudio.
~aiioL~ nR
No—2¡ Sin respuesta.
211 (215) Respuesta en la que se escribe una igualdad con
‘T” y “y” (aunque no sea correcta), y calcula bien
en la segunda parte, que es la respuesta numérica.
212 (Numí Respuesta en la que NO PLANTEAN la escritura
simbólica, pero hacen bien el cálculo numérico.
213 Respuesta en las que INCLUYEN UNA 1< en la
‘fórmula” (ligando la idea de fórmula con la pre-
sencia de la “xl
214 Resultados varios como los siguientes elegidos
como ejemplos:
300.000 pts Al. nB E de 72 EGB
420,000 pts Al. nB 13
402.000 pts Ms. nB 16 y 19 de 72 EGE
39.750 pts Al. nB 19
20.000 pts Al. nQ 37 de 72 EGB y
Al. n2 17 de IBE de SUP
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~rDgkOté ni
No—22 Sin respuesta,
221 (222) Respuesta que dice; “El número de pesetas” o “El
precio total”.
220 Respuesta que dicel ‘Tres bombones y cinco
caramelos”, tomando la letra COMO OSIETO.
22V Respuesta en la que SE VALORAN las letras “b” y
“c” y se calcule así un resultado numérico.
22N Respuesta.’’Bbc”. De letra “no tenida en cuen-
ta”. Es la letra “de acompaEamiento”.
220 Respuestas como.’”e pts” < “3b+ScB” respuesta
del Al. nQ 37 de 72 de ESB), Es la letra DESAPARE-
CInA.
~rg9bi0ta n0 ‘3
No—23 Sin respuesta. Sólo se ha dado en tres alumnos
de 54 de PErI. En los demás casos han respondido, al
menos, en el apartado numérico.
231 (235) Es la respuesta correcta (o casi). Es decir,
expresando las respuestas con ayuda de las letras
‘b” y “c”.
232 <Nuin> Es la respuesta numérica e,clusivamente; es
decir, el primer apartado solamente, que es el
cálculo numérico,
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23V Es la respuesta donde la letra ha sido VALORADA.
23N Es la respuesta donde la letra es “NO TENIDA EN
CUENTA”. Escrita pero solamente “de acompa~amiento”
Es la respuesta en la que se elimina la letra,
Es la letra DESAPARECIDA.
~c~unt& nfl&L
No—24 Sin respuesta.
241 (242) Respuesta correcta. Se incluyen las respuestas
que emplean las letras “b” y “e, aunque las opera-
ciones que se deben hacer con ellas no estén muy
bien indicadas.
242 (Num) Respuesta al primer apartado únicamente; es
decir, respuesta NUMéRICA.
24V Respuesta en la que la letra ha sido VALORADA.
24N Respuesta en la que la letra es “NO TENIDA EN
CUENTA”. Escrita, pero solamente “de acompa~amiento”
240 Respuesta con la letra eliminada. Es la letra
“DESAPARECIDA”.
nR
No—25 Sin respuesta.
251 <252) Respuesta correcta.’ “31” o “1+1+1” en el primer
apartado y “21+7’ o “1+1+3+4” en el segundo.
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25V Respuesta con letra VALORADA. (Por ejemplo; 1=2
o 1=1>.
25N Respuesta con la letra NO TENIDA EN CUENTA, pero
escrita. Incluyo aquí las respuestas que “a~aden’
una como, por ejemplo”’3~, 7x’.
2~D Letra DESAPARECIDA. Letra que ha sido eliminada.
No—26 Sin respuesta.
261 (262) Respuesta correcta.’”2n’
262 Respuemta simbólica, “personal”: “lb + 7777”
26V Respuesta con la letra VALORADA. Respuestas como
“16” (contando ocho ladosí o “18” <contando nueve
lados>, o “29”, o incluso “3D”.
Hasta aquí, el análisis a priori sobre los ejer—
cicios del cuestionario, y la preparación para los análisis
estadísticos que vamos a hacer sobre él’
Sobre la base de los resultados obtenidos de
estos análisis estadísticos elaboraremos la técnica y
metodología didácticas que expondremos en el último capítulo
de esta tesis.

1.— STIJDIO ESTADiSTICO ~4 LA HOJA DE ~.CILO Opal
ACCESS Y 1 PLUS
.
El objeto de este estudio es evaluar, cuantita-
tivamente, la frecuencia con que se cometen determinados
errores, que ya hemos descrito anteriormente, en el trata-
miento de las letras, a lo largo de la ense~anía, desde los
últimos cursos de Ense~anza General Básica, 79 y SP de EGB.
hasta los primeros cursos de Reforma y Bachillerato. 19 de
REM y IP de SUP.
Esta evaluación es importante pues dará un
indicio sobre la evolución de esos errores a lo largo de los
primeros a%os escolares de ense~anza del álgebra. Esto
permitirá decidir actuaciones a nivel didáctico si la
progresión encontrada no parece la más conveniente.
Previamente a la utilización de la Hoja de
Cálculo de este programa, ha sido necesario crear un fichero
de base de datos sobre el que se ha usado el Gestor de Bases
de Datos, que ha servido para calcular los valores
necesarios para la utilización de la Hoja.
Todo este proceso ha sido realizado con el
programa Open Acceas II Plus, en un ordenador compatible
PC”’á40 X, que permite obtener los gráficos a través de la
Hoja de Cálculo.
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Los resultados obtenidos son los siguientear
1.1. COPSARACIÓN DE ERR~ES
.
Esta comparación de errores ha sido hecha con
los datos que ha proporcionado el cuestionario sobre “el uso
de las letras” descrito en el capítulo 49.
Los errores estudiados han sido;
D; Letra “desaparecida” <no escrita, eliminada)
Nr Letra “no tenida en cuenta” <aunque escrita
pero usada como letra simplemente de acompa~amiento>
D; Letra “como objeto” (tomada como una iniciaL
Val; Letra “valorada” <substituida por un número
elegido con criterios personales)
En esta comparación se han considerado tres
grupos de alumnos.
1 grupo; Alumnos de 70 y 82 de EGO.
22 grupo: Alumnos de 10 de Reforma <REM).
grupo: Alumnos de 12 de Bachillerato <SUP).
Se han reunido los cursos de ESE para que el
número de alumnos por grupo fuera comparable en los tres
casos. Aún así, se trabaja con porcentajes para la elabora-
ción de las gráficas.
Como se puede ver en el diagrama de barras del
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gráfico obtenido, tres de los errores sufren una disminución
en su aparición desde ESE hasta l~ de SUP pasando por 12 de
REM. Son los errores; N, D y VAL.
COIIrARRC ¡att ERRORES
E
n
u
rl
o
a
cl
a
188
99
89
79
69
58
42
38
29
‘e
e
3(M)
,.‘.N’, ~‘
rUS 12 ¡w 12 B1~r
T 1(1]) T D(Uctt) a(O) 1
Se ve que aparecen con más frecuencia en E5B,
que disminuyen en 12 de REN y que todavía disminuyen más en
¡2 de sup; pero de todos ellos, a pesar de la disminución,
quedan suficientes manifestaciones, en 12 de SUP, como para
constituir un problema digno de ser estudiado en profun—
di dad.
Se van a estudiar los errores separándolos de
tino en uno.
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El error que sufre la mayor disminución al pasar
de SSS a SUP es el error de “letra valorada’ o error Val’.
Su disminución, cuantificada en porcentaje, se puede
calcular de la tabla siguiente;
Vi A 8 2 j D j E
¡ CURSO <Nl Todas <Dl Tcdes <Vol? Todas (DI Todos
2 ESE 61,50 Sl,~ 98,50 67,00
3 19. REM 59,00 22,60 77,50 77,50
4 10 PSP 46,50 13,00 43,50 55,50
5
Tabla A
Vemos que pasa de ser cometido por el 95.57. de
los alumnos de ESE. al 43.5% de los alumnos de BUP con un
porcentaje de disaimucién del error del 55X.
También sufre disminución de ESE a REM, pero en
este caso la “mejoría” de los alumnos no es tan notable.
Podemos calcular eí porcentaje de disminución de la misma
manera:
77.50 — 95.50 = — 21’!.
que queda valorado en un 21Z de disminución frente al 55%
producido para los alumnos de SUP.
Podemos decir que este error de asignar a la
letra un valor arbitrario es el más afectado por la madurez
de los alumnos y la ense~anza del álgebra en general. Los
alumnos de 12 de SUP reciben mayor número de clases de
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~flgebra que los dc 12 de REM y se aprecia que el error
disminuye de forma más rápida. El mayor número de horas de
clase significa más reflexión, quizá, de la lengua matemá--
ti ca.
Sin embargo, hay que hacer notar que, con la
actual ense~anza, no se produce su desaparición, ni mucho
menos, pues todavía, en 12 de SUP, encontramos un 43,5% de
alumnos que siguen cometiéndolo.
El error de “letra desaparecida” o error “D” es
el siguiente en porcentaje de disminución. Tomando los datos
de la tabla anterior encontramos que la dis.intrtón de este
error, de ESB a SUP, es de un 36.25% que se obtienel
¡3 — 51.25 = —36.25%
Y la disminución de ESB a REM, aunque menor,
también se produce, como se ve en el anterior gráfico de
comparación de errores y se comprueba de manera cuanti-
ficada;
26.60 — 51.25 = —22.651
El error de “letra desaparecida” es un error que
sorprende, en cierto modo, porque los alumnos tienen una
tendencia a la conservación de cualquier dato de un
problema. Esta caracter~stica ha sido revelada por Pascal,
1980 y catalogada como la conservación de la información.
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Por esto decidimos realizar entrevistas con
alumnos individualmente y, al interrogarles sobre esta
desaparición, obtuvimos respuestas como:
“La letra no significa nada” o “la letra no vale
nada’.
Se ve, por tanto, que el alumno no recibe
información con la letra. Psi se explica que no sienta
ningún deseo de conservarla.
Entre los errores estudiados, vemos que *ste es
el que más se aproxima a su desaparición total (Ver la
anterior Tabla A). Encontramos en 12 de SUP la tasa más baja
de alumnos; el 13’!. que lo cometen. También, comparando con
los alumnos de REN. encontramos que es el error que da un
porcentaje más bajo: 28.~’/.
Esto nos muestra que en este momento determinado
del aprendizaje, es decir en 19, bien sea de REM o de SUP.
las letras comienzan a tener un sentido para el alumno. Si
su manejo se hace difícil por no haber comprendido bien su
función se cometen errores, pero no de hacerlas desaparecer
sin más.
Este error de la letra ‘no tenida en cuenta pero
escrita” —error que también llamamos “de acompa~amiento”—
disminuye con mucha más lentitud que los anteriores.
Tomando las cifras de la columna O de la Tabla A
calculamos el porcentaje de disminución de ESB a 12 dc BUP
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46.50 — 61.50 — “152
Y el porcentaje de disminución de ESB a 12 de REM;
59.00 — 61.50 a —2.5%
Vemos que es un tipo de error que disminuye muy
poco en comparación con los otros. Incluso de ESB a 12 dc
REM la disminución es casi imperceptible.
Este tipo de error tiene un refuerzo en la
actual escritura del producto de un número (coeficiente) por
una letra <parte literal), usada en los Polinomios. Esta
escritura:
3x • 5,4 , l2ab
expresa el producto por simple yuxtaposición, sin un signo
explícito que así lo exprese. De este modo cuando un alumno
debe escribir, por ejemplo,
b (2+x>
puede elegir, erróneamente, la forma: 12x
escribiendo, simplemente, la “x” al lado del número
resultante, lo que hará evidente el error, pero si tiene que
expresar,
6 (3x>
la forma: 18x será la correcta, aunque haya sido elegida con
el mismo criterio erróneo de “escribirla al lado”. El
alumno, pues, puede escribir correctamente usando criterios
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equivocados cuya aparición sólo se manifestará en algunas
ocasiones, no en todas.
Ésta considero que es una de 1am razones de la
persistencia de este error.
El cuarto error estudiado es el de
como objeto” o error “O’ • Este error es el
disminuye con el paso de ESB a 19 de SUP. Se
gráfico de Comparación de Errores y vamos a
tomando las cifras de la columna F de la Tabla
“la letra
que menos
ve así en el
cuantificarlo
A:
55.50 — 67.DO = —11.50 1
también, pero
Parece ser más
de EGS a 12 de
error. Tomando
En este error se ha producido una disminución
menor que en cualquiera de los anteriores,
arraigado que los otros. Incluso, en el paso
REVI, encontramos que ha habi do un aumento del
las cifras correspondientes obtenemos:
77.5 — 67.0 = +10.5%
En los errores observados anteriormente, siempre
ha habido una disminución al pasar de ESE a íg de REVI y a 1~
de BUP, aunque fueran de mayor o menos grado. Solamente en
este caso encontramos un incremento positivo al pasar de ESE
a REVI.
Esta persistencia del error deberá Ser tenida en
cuenta a la hora de plantear ejercicios y tareas que deban
combatirlo específicamente.
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1.2. COV~AC Y ÓN DE CtPC~C ¡GES
Hay tres “caracteres” de las preguntas que me ha
interesado comparar. Son los ‘caracteres” “O’, ‘VAR” e ‘IN”.
Se trata de tres concepciones de las letras importantes para
su comprensión y uso.
“C”; Es la letra como CONJUNTO DE NÚMEROS. En el
análisis del cuestionario vemos que es una concepción
difícil de alcanzar. Los errores son muy numerosos en los
ejercicios propuestos para estudiarla, pues inicialmente
vemos que los alumnos tienden a concebir la letra como UN
número. Pueden aceptar que, al ser desconocido ESE ÚNICO
número, se represente por una letra, pero no aceptan
fácilmente que esa letra pueda tomar cualquier valor, dentro
de un conjunto determinado de números.
“VAR’; Es la letra como VARIABLE. Se trata de
que la letra puede VARIAR su valor y, como resultado de esa
variación, hay otra letra, que llamamos FUNCIóN de la
primera, que también VARÍA. La comprensión de esta
concepción es fundamental en el estudio de las Funciones y
en su representación gráfica.
‘IN’; Es la letra como INCÓGNITA. Se trata de
una concepción de la letra que suponemos más sencilla de
adquirir que las anteriores, por el deseo espontáneo de los
alumnos de conceder un valor a las letras, tal y como hemos
visto al estudiar el carácter “Val”.
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Las operaciones que los alumnos deben hacer en
las preguntas n9 8, 10, 14 y 19, que son las elegidas para
estudiar el “carácter” “IN”, se ha buscado que sean sen-
cillas, con el fin de evitar dificultades de cálculo que
pudieran ensombrecer los resultados del cuestionario.
El gráfico obtenido es el siguiente;
COMPARAD TaN CONCEPCIONES
189
90
80
E 70
u 60
rl
o
‘1
ci 40
d
o 30
19
O EGO 12 Rut 12 BUF
3(C) Con 3(Ut¡r) U gj<i> Inc
Vemos en él la evolución positiva de estas
concepciones desde ESB a ¡2 de REM y, todavía más
pronunciada la evolución de ESB a 12 de SUR.
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Podemos cuantificar esa evolución con ayuda de
las cifras de 1a Tabla B
VI A
¡ CURSO
2 EGB
3 10 PErI
4 19 SUP
8 C D
CC Cotj. (Ver? Vrble. CI? Incógn.
62,00 75,00 51,70
71,00 53,40 71,15
91,50 97,55 94,80
TABLA B
Vamos a hallar las diferencias entre cursos para
cada una de las concepciones
O <Conjunto)
Diferencias
1> 9
29.5
1 20.5
Var (Variable)
Diferencias
10,4
> 24.35
1 13.95
In <Incógnita)
Diferencias
1 19.45
1 43.1
1 23.65
La concepción que sufre una van
mAs iu’erte es la de Incóonita. con un 45.1’!..
Las otras dos concepciones
positivamente, pero en un 29.5’/. y 24,95%.
aziór Positiva
var i an también
Esto merece un estudio más a fondo en el que se
investiguen las razones de estas diferencias 8e evolución.
Yo apunto, como posible, que la ense~anza del
álgebra elemental en 92 de ESE y en 12 de BUP hace mucho
hincapié en el planteamiento y la resolución de ecuaciones y
sistemas de ecuaciones. Lo que potencia y re’fuer2a la con-
cepción de la letra como incógnita.
ESE
12 ROl
19 LCR
3d2
Esto, ~ue puede ser bueno a priori, se llega a
convertir para muchos alumnos en un grave inconveniente. El
alumno llega a identificar la aparición de una letra, x o
“y”, con la aparición de una ecuación y con la necesidad de
resolverla, y se puede ver en clase con frecuencia, cómo un
alumno, al que se le ha pedido la simplificación de una
expresión algebraica en “x”, la iguala a cero y la convierte
en una ecuación a resolver, en la que la “g” ha quedado
convertida en incógnita.
En la resolución de inecuaciones se puede ver un
fenómeno semejante, derivado de Sn abuso de las ecuaciones,
mediante el cual un alumno convierte cualquier relación, o
expresión en ‘x”, en una ecuación que intenta, con mejor o
peor éxito, resolver,
Así, encontramos que la teoría de resolución de
ecuaciones, se convierte en un obstáculo didáctico, en el
sentido de 6. Brousseau, para la ense~anza y aprendizaje de
los polinomios, de las inecuaciones, etc.
¡.3. mALISIS SUB~ ENUNCIADOS SRAFICDS
Nos interesa saber si el tipo de enunciados,
empleados para presentar los problemas a los alumnos, influye
en el hecho de que éstos cometan más o menos errores, o si
favorece algún tipo de error en particular.
Importan, sobre todo, los enunciados de tipo
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gráfico, pues la presentación de las letras con figuras
constituye un caso muy diferente de la presentación de las
letras sobre un texto.
Vamos pues a analuiar los diferentes errores que
se pueden cometer comparando los resultados obtenidos en
ejercicios de enunciado gráfico, con los obtenidos en
ejercicios enunciados en lengua materna o en lengua literal,,
que serán englobados en ejercicios de enunciado “no-•
gráfico”, por oposición a los anteriores.
1• 3. 1. csCmsNDc EN EL ERR~ YM~
Comenzamos con el error de letra valorada, el
que llamamos error ‘Val’.
Para esta comparación se han elegido las
preguntas n2 3, 6, 10 y 16, de enunciado no—gráfico y las
preguntas nQ 23, 24, 25 y 26, de enunciado gráfico. En la
matriz de comportamientos ha sido reservada una columna. en
cada pregunta, para recoger el comportamiento de letra valo-
rada. A travós de esta columna podemos saber cuántos alumnos
han segLildo este tipo de comportamiento en cada curso y Sr’
cada ejercicio.
Los datos han sido procesados a través del Open
~ccess II plus y los gráficos obtenidos figuran en la página
siguiente.
En ellos se observa que se dan &s casos de
letra •valorada cw enunciado gráfico q.S en otros
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enunciados, en prácticamente todos los cursos. Solamente en
12 de BLP consiguen igualarme estos valores.
mn Ism ‘n¿r
‘u
‘e
u
E £ ~
O O
U U fil
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o y 51
£ a 46
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~
‘e
972EM 82E~ 12 RBi 129P
Se observa, también, que este comportamiento
erróneo, de ‘letra valorada’, va disminuyendo en su aparición
desde 72 de EGB hasta 19 de BLP, tanto en enunciado gráfico
como no—gráfico. Desde el comento en que vemos que los
resultados, en ambos enunciados, llegan a igualarme en 12 de
BUP. se comprende que disminuye con más rapidez en enuncia-
dos gráficos que en los otros enunciados.
En el gráfico en el que se encuentran separados
72 y 92 de £62, se aprecia que la disminución más rápida se
da después de 89 de ESB. 4qui se produce una fuerte disminu-
ción, tanto en comparación con 12 de REM como con 12 de BIJP.
Esto nos hace pensar que una componente importante para la
superación de este error es la edad de los alumnos, es decir
su madurez. La otra componente es, evidentemente, la ense—
~anza recibida, que se aprecia más eficaz en BUP que en REM.
m-&~e. ~fhx’
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Las tablas numéricas O y O que figuran a conti-
nuación, corresponden a las frecuencias que han dado lugar a
los diagramas de barras que acabamos de analizar,
‘JI A ¡ 9 1 0
1 CURSO NO—SrM. Srtfico
2 £92 61,00 72,10
3 19 REM 26,50 28.50
4 19 BLP 15.60 15,60
5
TABLA O
VI A 2 o
1 CURSO !iO—Grái. Sráfico
2 79 £22 62,00 86.50
2 29 592 60.00 69,70
‘1 IP RSM 2ú,50 22,50
‘O BLP 15.60 15,60
TABLA O
1~ 3.2. OWlP~fl4flO EN EL ERROR •0
Vamos a comparar la frecuencia de aparición del
error “letra desaparecida”, el llamado error “O”. entre
cuestiones de enunciado gráfico y cuestiones de enunciado
no—gráfico.
Para esto hecos tomado las preguntas nP 3, 16, y
22, de enunciado no—gráfico y las preguntas n9 23, 24 y .~a,
de enunciado gráfico. También, como en el caso anterior, el
recuento inicial se ha hecho a través de la columna especial
preparada para ello en la matriz de comportamientos de los.
alumnos.
El gráfico obtenido en este caso es el que
figura en la página siguiente, y nos <nuestra que el err~ de
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letra desaparecida” se da con menos frecusicia en los
enunciados gráficos que en los enunciados ho—gráficos.
LETRA “DESAPAREC IDA’
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45
48
E
n
38
n
9 25
1.
a 28
d
o 15
18
5
O =
•NB-Grdf,
aparecí da”
tarse en
alumnos de
1— EGB 12 RL. 12 BUP
ICrdf ¡ca
También se aprecia que el error de ‘letra des
ha ido disminuyendo, hasta el punto de no presen—
el caso de enunciados de tipo gráfico en lo.
12 de BUP.
El hecho de ~ue este error aparezca con menos
frecuencia en los enunciado, de tipo gráfico, parece indicar
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que la entidad del dibujo confiere, a su vez, cierta reali-
dad a las letras, que de este modo adquieren un significado
que evita que el alumno las haga desaparecer.
La tabla de frecuencias relativas correspondien-
te al gráfico anterior es le TABLA E
VI A 1< C
NO—SrM. Gráfico
2 ‘9 ES? 49.00 32,00
3 99 ESE 36.00 21,00
4 12 REM 24.00 6,00
5 19 BLP 3.C’C 0~00
6
TABLA E
En ella se observa que el mayor valor es 49.00
lo que nos hace fijar le atención en que el niágimo valor del
gráfico en el eje de ordenadas es 50. Se ve, pues, que este
gráfico se encuentra ampliado respecto a los otros que hemos
estado manejando, cuya escala era sobre 100. A pesar del
aspecto aparentemente semejante del gráfico, se aprecia que
el error de “letra desaparecida” se presenta con menor
frecuencia que los otros errores que estamos estudiando.
1.3.3. caIPAfimdOD EN EL ERRES “N
Compararemos aquí los enunciados gráficos y no—
gráficos en su influencia sobre la Comisión del error “letra
no tenida en cuenta, que llamamos error “N”.
Para esto hemos elegido las preguntas na 3, 5 y
22 del cuestionario, corito preguntas de enunciado no—gráfico,
y las preguntas o! 23, 24 y 25, de enunciado gráfico.
Como en los
alumnos se ha hecho a
preparada para recoger
ffiientos de los alumnos.
el programa Dpen Accese
pondiente es
dos casos anteriores, el recuento de
través de una columna especialmente
este dato en la matriz da comporta—
Después de introducidos los datos en
II plus el gráfico obtenido corres—
LETRA “NO TENIDA EN CUENTA”
lee
98
88
E 78
n
u 68
n
o
a 48
d
o 30
28
18
a
UNO-Grdf.
En general, se observa una distribución muy
irregular. Este error es el de escribir las letras al lado
-— LUB 12 RBI 12
ICrúfico
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de los números correspondientes, pero sin tenerlas en cuenta
a la hora de hacer los cálculos. Por esto también le
llamamos error de ‘letra de acon,pa~amiento.
La tabla de frecuencias correspondiente al
fico es la siguiente
Ql A 1 O
1 CURSO NO—GrM. 0-ra-fico
2 72 EGB 32.00 30.00
~ g9 ES? 66,00 42,00
4 1=REM 30,50 38,50
5 10 ?‘JP 14,20 43.00
TABLA P
En las preguntas de enunciado no—gráfico, que
son las primeras columnas y más obscuras. vemos que los
alumnos que cometen este error con más frecuencia son los de
SP curso de EGS (á&YJ. Y, sin embar9o, los alumnos dc 72 dc
ES? la cometen en mucho menor grado (32%>. Esto nos hace
pensar que este tipo de error no se produce siguiendo el
pensamiento espontaneo del alumno sino indwcido por la
enseTanza que los alumnos reciben en 89 curso.
A través de la enseWanza saben que deben manejar
las letras; que estas letras son elementos matemáticos que
tienen un sentido. Pero no saben todavía cómo hacer las
manipulaciones correspondientes, y colocan las letras al
lado de los números, como si fueran letras de acompa~a—
miento.
Poco a poco el error se va reduciendo después
hasta llegar, en 1! de SUP, a ser cometido solamente por el
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14% de los alumnos. De este modo, la asisilacido de la
enseKanza recibida parece actuar produciendo esta reducción.
En los enunciados de tipo gráfico, 15 comiSión
del error sigue un proceso completamente diferente, como se
puede apreciar por las segundas columnas, más claras.
Después de un primer aumento en 82 de EGa,
semejante al anterior, aunque no tan fuerte y de una dismil—
nución en I~ de PErI, también semejante, pero menor que en el
caso anterior, tenemos un sorprendente aumento de este error
entre los alumnos de Bachillerato, que llega hasta el 43% de
ellos, que lo cometen.
Aquí parece que la ense~anza vue]ve a con-
tribuir, en primer, instancia, a la producción del error (en
62 de EGBI. Por otra parte, y al contrario que en el taso
anterior, no tiene una acción suficiente como para irlo
disminuyendo progresi vamente.
En estos enunciados de tipo gráfico vemos que el
error de letra no tenida en cuenta” persiste e, incluso. se
comete con más frecuencia en 12 de BUP <43%> que en 8= de
£68 (42%).
En nuestra opinión ésto puede deberse a, por un
lado, la superación de los otros tipos de errores, y, por
otro, a que no se ha aprendido el manejo correcto de las
letras.
Este manejo puede ser obstaculizado por la per-
sistencia de la concepción de la letra como segmentol
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concepción que se hace presente en los enunciados de tipo
geométrico. Con esta concepción de las letras, resulta
particularmente difícil expresar operaciones simbólicamente,
pues algunas de ellas carecen de sentido geométrico. Por
ejemplo. Jx, potencias de x superiores a tres, o expresiones
como 2~9+3x/x>.
Esta concepción de la letra, como segmento, tiene
su tradición en la matemática griega y, encontrar entre los
alumnos este tipo de dificultad, supone el reconocimiento de
un obstáculo encontrado históricamente, como hemos visto en
el capitulo 1?. Recordemos que allí se ha visto cómo Viéte
respetaba la homogeneidad de las fórmulas, lo cual, presumi—
blemente, era consecuencia de la sujeción a la concepción
geométrica.
1.4. CaVCLUSIONES PARCIALES.
A.— El error que hemos llamado VAL. de
valoración de las letras”, es el que más disminuye al pasar
de £98 a ELJP. pero aún así no llega a desaparecer pues en
BUP todavía lo cometen el 43.5 7.
Este error, “VAL’, se comete con mayor frecuen-
cia en enunciados de tipo gráfico que en enunciados no
grAU cos.
En los dos tipos de enunciados, La disminución
del error es continua desde 72 de ESE, a 82 de £9? ,a i2 de
REM y a 12 de BUP siendo más fuerte de 82 de ESB a i2 de
BUP.
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2.— El siguiente error que más disminuye es el
de “letra desaparecida”. “D”. Además es el que más se
aproximia a su desaparición total en BUP; lo cometen el 13 1
de los alumnos.
Este error se da con menos frecuencia en
enunciados gráficos que en los otros. Parece que la entidad
del dibujo confiere consistencia a las letras, y así sucede
que NO desaparecen.
C.— El error de ‘letra de acompa~ainiento”, “N”,
adquiere su mayor valor en 89 de ESE, con lo que sugiere que
NO se trata de un error ESPONTANEO, sino inducido por la
ense~anza, en su iniciación al uso de las letras.
Este error disminuye con mucha más lentitud que
otros. Hay que tener en cuenta que viene reforzado por
algunos modos de escritura: el producto (3>0.
Además, en 19 de BUP se mantiene con mucha
fuerza, en los enunciados gráficos. Puede ser Lina
reminiscencia de un obstáculo reconocido históricamente.
Viéte tenía dificultades de homogeneidad de fórmulas por su
concepción geométrica de las letras.
O.— El error que menos disminuye es “la letra
como objeto”~ “O”. Incluso aumenta al pasar de ESE a 12 de
REM. Una posible causa es la insistencia en sustentar el
aprendizaje en entidades concretas, en lugar de favorecer la
simbolización y la abstracción.
E.— Las concepciones.’” la letra como conjunto de
números”, “la letra como variable” y “le letra como
incógnita” evolucionan positivamente al paso de ESE a REN y,
aún más, a 81SF. La que más evolucione es “1”. Yo apunto como
posibilidad que, durante la ense~abza, en 99 de £59 y en 19
de ?1SP se insiste mucho en el dominio de las ecuaciones.
II. UTILIZACIÓN DE TESTE NO—PARAtIÉTRXCOS: TEST DE a y TEST
DE ALESTORIEDAD.
Es interesante saber si un resultado del estudio
estadistico es significativo o no. En concreto, se trata de
analizar si la diferencia en el número de respuestas del
tipo±”letra valorada”, entre preguntas que tienen enunciado
“gráfico” —carácter E—, o “no—gráfico” —caracteres L o LEN—,
es significativa o no.
Se van a observar las respuestas a 12 preguntas,
que dan ocasión de cometer ese error que hemos calificado
como “valoración de letra”; 8 de las cuales corresponden al
enunciado “no gráfico” y 4 dc ellas al enunciado “gráfico”.
En las E preguntas de enunciado ‘no
“No—E”, se engloban los enunciados en lenguaje
enunciados de carácter LEN, y los enunciados que
alguna letra o enunciados da carácter L. Sn las
de enunciado ‘gráfico”, “6”, aparecen también
representando a segmentos y expresados mediante
bien sean triángulos, rectángulos u otras figuras.
gráfico”,
materno o
contienen
4 preguntas
letras pero
un dibujo,
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11.1. TEEl’ DE .~.
Lo primero que se va a hacer 05 un rápido test
de e~.
Se hace la siguiente hipótesis, H,: No hay una
diferencia significativa, ‘Y se pasa a estudiar esta
hipótesis.
El nñn,ero total de alumnos que ha respondido con
“letra valorada’ a ALGUNA DE LAS OC$0 CLJESTIONES, de carác-
ter no gráfico, es 124.
El namero total de alumnos que ha respondido con
“letra valorada” a ALGUNA DE LAS CUATRO CUESTIONES de carác-
ter gráfico, es El.
Estos números representan la contingencia, yo.
Se calcula cuáles serían los valores teóricos, Vt esperables
si el reparto de respuestas hubiera sido uniforme.
Los valores teárícos se calculan sobre el total
de alumnos: 124 + 81 205, obteniendo la proporción corres-
pondiente a E preguntas sobre 12<
8/12 2/3 1 2/3 de 205 136’6
y la proporción de 4 preguntas sobre i2
4/12 e 1/3 ; 1/3 de 205 z ~E’3
El cuadro quedaría como sigue:
Calculando ahora a’:
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VG
Vt
Vt 1366 66>3 136’6 66>3
l’l6 + 2>36 3’52
Mirando en la tabla de valores de e2 para ver si
3’52 es significativo o no, se encuentra que nuestro valor
está en la fila 1 (con dos preguntas hay 1 grado de liber-
tad, por ser n—l, es decir, 2—1). entre las columnas “>10” y
05’
Tabla de valores críticos de la a2 de Pearson
n .99 .99 ~ .10 .05
1 .00016 .00063 ... 2’71 364
Está justo en el limite del 5 y no nos permite
decidir sobre la significación o no de la distribución de
respuestas obtenida. Nc es Suficiente para aceptar o recha-
zar la hipótesis cero <Ho). Es decir, no sabemos si la
diferencia es significativa o no.
205
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A continuación se hace, pues, un test de
aleatoriedad tratando de “afinar” nuestro criterio de signi-
ficación.
11.2. TEBT DE SLEATOR!EDAD.
El número total de alumnos es 196. Se agrupan
las preguntas en dos “clases”.’”Clase A” con las E preguntas
do carácter “no gráfico” y “Clase Fi” con las 4 preguntas de
carácter “gráfico”. El número de alumnos que han producido
la respuesta “letra valorada” según cada una de las pre—
gLintas os el siguiente>
Clase A Clase?
a b c d e f g ji j 1< 1
9 43 25 55 27 40 27 28 63
Se calcula la suma de los alumnos de cada
“clase” de preguntas.
ClaseA9+43+25+55+27.40+ 15+4=216
Clase E = 30 + 27 + 28 + 63 = 142
Se ordenan según orden creciente dentro de cada
“clase”:
Clase A Clase Fi
h a 9 c e f b d j j i k 1
4 9 15 25 27 40 43 55 127 22 30 63
3n
Esta es la distribución ~ue proviene de la con—
tingenci a.
Si estos números se repartieran aleatoriamente,
sobre las 12 preguntas, podríamos tener muchas particiones
posibles. Ordenándolas entre sí, en orden creciente, la
primera distribución sería>
4. 9, 15, 25, 27~, 27t28, 30, 40, 43,55, 63
En la primera clase, la suma de los ocho números
más peque~os Cs
4+9+l5+25+27+27+29+30 = 165
y la suma de los ocho mayores seria>
63+55+43+40+304-26+27+27 = 313
nuestra suma: 216, de los ocho números
naturalmente comprendida entre ambas,
Ahora debemos saber cuál es
ciones que dan cenos de 218.
de la clase A está
el número de parti—
Si el número de ellas es menor del t5%, querrá
decir que la que suma 218 <nuestra partición> cae dentro de
ese 5% y por tanto que se trata de una partición extrema-
damente peque~a y esto supondría tener que rechazar la
hipótesis cero (Ho: “No hay una diferencia significativa”).
Querría decir, pues, que la diferencia era significativa.
Para calcular esto vamos a ver cuántas parti—
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ciones forman el 5’?. dcl número de particiones total.
Empezamos por calcular el número de particiones
posibles’
12.11.10.9 11880
— Cts, 495
4! 24
Calculando ahora el 5% dc este número!
495. 5
24’75
loo
Buscamos ahora las 25 particiones que forman ese
57. para ver si la nuestra se encuentra entre ellas. Pero las
vamos a buscar a través de la clase Fi, pues en ella va a ser
más sencillo, ya que hay solamente 4 números para formar las
combinaciones, frente a los E que deberíamos manejar en la
clase A. En este caso, al igual que lo hemos analizado para
la clase A, en la clase Fi también habrá un 5% de particiones
cuyas sumas serán las mayores posibles y así vamos a Compro-
bar si la suma correspondiente a nuestro caso’
27+26+30+63 = 148
se encuentra entre las 25 correspondientes a ese 5% o no.
La primera combinación de naecros seria la
.espondi ente a los cuatro números mayores!
63, 55, 43, 40 cuya suma es 201
La segunda sería< 63, 55, 43, 30 “ “ 191 (10>
y siguiendo así! 63, 55, 43, 28 “ “ 189 (—12>
379
63, 55, 43, 27’ “ ‘ 168 (—13)
63, 55, 43, 27 “ “ 166 (—13)
63, 55, 40, 30
Obtenemos que la nQ 25 es! 55. 43, 40. 26 cuya suma es 166
y. continuando con la búsqueda, encontramos “nuestra parti-
ción’ en el lugar 409 de las particiones posibles.
Se ve, por tanto, que no está dentro de las 25
que forman ese 5%. lo cual indica que la diferencia de
respuestas no es significativa.
11.3. TEST DE IIOMOGENEIDÑD.
Con ayuda de a2 podemos también hacer un test de
homogeneidad a los grupos de preguntas, según el número de
respuestas dadas por los alumnos.
Tomemos, primero. las 6 preguntas de la clase A,
que eran las preguntas enunci adas con lenguaje materno (LEN)
o con lenguaje literal (L) y vamos a estudiar si han
resultado homogéneas o no.
Recordemos que el número de alumnos que había
cometido el error de “valorar” la letra en esas preguntas
era en total 218.
El valor teórico que habría que esperar en las 6
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preguntas para la homogeneidad sería por tanto!
218
~ 27’ 25
6
El cálculo de .2 sería el siguiente:
(9—77>2 (43—2712 (25—27>2 (55—27>>
.2 + +
27 27 27 27
(27—27)2 <40—27)2 (15—27)> (4~27)2
4. + ——————— 4. —————— —
27 27 27 27
162+162+22 +26>+O+132+122+23’ 2210
— 81’2
27 27
Comparando con la tabla de e> para 7 grados de
libertad (fila 7, por haber ocho preguntas>!
.99 .96 .95 .......O5 .02 .01 .001
7 l’24 l’56 ... ......~.. l6’62 16.42 24’32
nos encontramos una gran diferencia con los valores de la
tabla, por tanto, la diferencia es significativa y no hay
hosogeneidad entre las 6 preguntas.
Del mismo modo se puede estudiar la homogeneidad
de las 4 preguntas que tienen el enunciado “gráfico”!
El valor teórico de homogeneidad se obtendrá
dividiendo el número suma de las respuestas (30+27+26+631,
¡40 por el número de preguntas, 4.
146/4 = 37
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El cálculo de ~2 será>
(27—57)’ <28—37)’ <30—57)’ <US—37)’
— — — + —
37 37 37
102+92+72+262 906
4’4S
57 57
Ahora eMisten 3 grados de libertad pues con
cuatro preguntas. n—15. Buscando en la tabla de e-.
.99 .98 .95 ..~ .10 .05 .02 .01 .001
3 .12 .18 .~ 6’25 7’92 994 l1’34 l6’27
Se aprecia oue nuestro valar supera ampliamente
la tebla y. por tanto, tampoco hay homogeneidad entre estas
4 preguntas.
11.4. CONCLUSIONES PnRCTALES.
De los dos primeros tests. el de e
2 y el de
aleatoriedad. se ha extraído la misma conclusión> La dife-
rencia de resultados obtenida en La comisión del error
“VAL”, entre enunciados gráficos y no gráficos, no es signi-
ficativa. A esta conclusión se llega afinando mucho el tipo
de análisis, pero hace que utilicemos con precaución ese
resultado, tratando de confirmarlo con los otros análisis
que vienen a continuación.
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III. ~¶3UDIfl CON EL STATITCF DEL CUESTIOtMRIOI El. USO DE LAS
LETRAS
.
Con este estudio se trata de valorar el método,
desde el punto de vista didáctico, comparando sus resultados
con los obtenidos mediante los otros estudios estadísticos
que se han empleado.
Interesa hacer un estudio de la utilidad del
matodo, para enjuiciar el propio cuestionario, los tipos de
preguntas y sus características así como las relaciones
entre ellas, lo cual es primordial. Comprobar si se puede
analizar, también, qué preguntas son más relevantes para el
análisis global; qué preguntas son semejantes a otras y 51
esa semejanza es tan fuerte que hace inútil el empleo de
alguna de ellas.
En general, conviene estudiar las preguntas del
cuestionario desde el punto de vista del didáctico, análisis
“a priori”: y desde el punto de vista de la contingencia,
comparándol os.
Se combina el estudio de los alumnos con el
estudio de las preguntas. Se trata de un enfoque nuevo del
análisis estadístico para un aprovechamiento didáctico de
los resultados.
Se estudian los datos estadísticos, obtenidos de
las respuestas de los alumnos por medio de la matriz Acierto
y Fracaso, y se comparan con ¡os obtenidos de una matriz,
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creada por nosotros antes de pasar el cuestionario, que se
llama “matriz a priori’. De esta comparación se obtienen
conclusiones sobre los alumnos y, lo que es muy importante,
Sobre las preguntas del cuestionario que asi se ven
analizadas desde el punto de vista de la contingencia.
Aplicando estas conclusiones se corrigen los
cuestionarios, eliminando aquellas preguntas coincidentes o
ampliándolos con preguntas diferenciadoras de los “carac-
teres” que no están perfectamente definidos.
Para hacer este estudio vamos a utilizar un
paquete estadístico para ordenador compatible (PC) cuyo
nombre es STATTTCF.
Este estudio se inicia, como hemos dicho, sobre
la “matriz a priori”. Con ella se hace un Análisis en Compo-
nentes Principales, ACP y un Análisis Factorial de Corres-
pondencias, AFC.
Después, sigue el estudio de los resultados de
los alumnos. Para esto usamos una ‘matriz Acierto Fracaso”
en la que figuran los alumnos y las preguntas. Para cada
pregunta se anota, únicamente, si la respuesta es acertada o
no. También sobre ella se hacen los dos tipos de análisis:
ACP y AFC.
Una parte importante del estudio global consiste
en la comparación y combinación de los resultados obtenidos
sobre estas dos matrices.
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El concepto de “matriz a priori” está explicado
en el “ANALISIS A PRIOR! DEL CUESTIONARIO SOBRE EL USO DE
LAS LETRAS”. A continuación describiremos la que hemos
empleado aquí.
111.1. MATRIZ A PRIOR!. DESCRIPCIóN.
La “matriz a priori—2’ <Anexo VI y pág. sigA,
que vamos a describir, y luego a estudiar, con estos análi-
mis estadísticos ha sido elaborada tomando 25 preguntas del
cuestionario “El uso de las letras”, que forman otras tantas
columnas, y 12 “caracteres” de esas preguntas, que consti-
tuyen las filas de la matriz, y que representan aquello que
queremos estudiar a través de las preguntas.
Tenemos 25 preguntas, aunque el cuestionario
tiene 26, porque la pregunta nS 5 ha sido dividida en dos
apartados, y las preguntas n9 1 y nQ 20 no han sido inclui-
das debido a sus especiales caracteristicas.
En la prequnta nQ 1 la tarea a realizar está
enunciada icnplicitamente, y el alumno debe interpretar las
expresiones dadas para reconocerla. Este tipo de enunciado
produce respuestas muy diversas que no es interesante
reducir hasta convertirlas en una opción que pueda formar
parte de este tipo de estudio.
El enunciado de la pregunta nQ 20 se ha plantea-
do para analizar diferencias entre la capacidad comprensiva
y la capacidad lectora como ya hemos dicho en el análisis
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previo. Pueden darse dos tipos de respuestas reveladoras de
esas capacidades. El análisis de la aparición de esos dos
tipos de respuestas se hace independientemente de este
análisis estadístico pues aquí vamos a usar el dato de
acierto o error en las preguntas.
Se han escogido, pera cada
significativos de dos o tres letras, con
su identificación en los gráficos que
pregunta, nombres
el fin de facilitar
se obtengan. Los
nombres son los siguientes!
Pregunta
2!
3!
4!
5!
5! c
6!
7!
6!
Nombre
NUI
LEí
ORD
NU2
LE2
DES
021
INI
Pregunta
9!
lo!
11!
12!
13!
144
15!
16!
Nombre
EXP
1N2
VP2
CAD
NUZ
1N3
022
TRE
Pregunta
171
164
19!
21!
22!
23!
24!
25!
26!
No,nbre
V43
YA4
1 N4
va
093
GEl
9E2
6E3
6E4
Estos números de identificación de las preguntas
corresponden al cuestionario (Anexo VII) ya preparado para
el estudio estadtstico STATITCF. La diferencia con el cues-
tionario pasado a lo. alumnos es una distinta organización
de los apartados de las preguntas 24 , 34 y 5!, para dif e—
renciar los apartados de respuesta numérica de los de res-
puesta simbólica: y una división de la pregunta n9 5 en
388
“5!”, con los dos apartados de respuesta numérica, y “5!c”
con el apartado de respuesta “con letras’.
~ARACTERES
Los “caracteres’ que vamos estudiar en las pre—
guntas son los siguientesí
VAP, NP, DEP, OP, O, VAR, IN, LEN, LI, ~, NIAl y 3.
Se ha modificado un poco la nomenclatura de los
“caracteres”.
— Los cuatro primeros son caracteres de error
.
Representan cuatro tipos de errores que se pueden cometer
con las letras y que me interesa estudiar. Para que se
asemejen en la escritura, he usado la letra “P” que he
agadido a los caracteres “N’ y “O”. Para los caracteres
“VAL” y “O” he optado por las transformaciones ‘VAP” y “DEP”
respectivamente. De esta manera la “P” final indica algún
tipo de error.
Conviene recordar, brevemente, las caracterásti—
cas de cada uno de ellos.
‘¿SP. Es el error de “valoración de la letra”.
Diremos que tienen este carácter aquellas preguntas en las
que sea posible que el alumno substituva alguna letra por un
número elegido por él siguiendo criterios personales.
ir. Es el error de “letra no tenida en cuenta
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pero escrita” o “letra de acompa~amiento”. Tienen este
carácter aquellas preguntas en las que es posible que el
alumno cometa el error de escribir la letra, poniéndola
simplemente al lado de lbs números, y sin tenerla en cuenta
a la hora de efectuar los cálculos,
DEP. Es el error de “letra desaparecida”. Tienen
este carácter las preguntas en las que el alumno tiene la
posibilidad de cometer el error de hacer desaparecer la
letra! y quedarse solamente con los números en la respuesta.
~. Este carácter lo tienen aquellas preguntas
en las que sea posible Cometer el error de tomar “la letra
como objeto”. Llamamos así al error de considerar la letra
como inicial de algún Objeto. Por ejemplo’ 6t se lee como
“seis tomates” en lugar de interpretar’•”el número seis
multiplicado por el número t”.
— Despué. vienen los caracteres de interpretación
correcta
.
O. Las cuestiones que tienen este carácter son
aquellas en las que la letra se usa como un “conjunto de
números”.
VAR. Carácter que asignarnos a las preguntas en
las que una letra es empleada como “variable” que actúa para
otra letra.
1W. Diremos que tienen este carácter aquellas
preguntas en las que la letra es usad, como “incógnita” de
valor único a calcular.
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— Los siguientes son caracteres de enunciado
.
LEN. Asignamos este carácter a las
preparadas con un enunciado en “lengua materna”,
frases de Liso habitual.
preguntas
es decir,
LI. Decimos que tienen este carácter las
preguntas presentadas con un enunciado en el que intervienen
expresiones simbólicas o relaciones con letras, que el
alum,-~o deb, interpretar.
guntas en
gráficas.
3. Diremos que tienen este carácter las pre—
cuyo enunciado aparecen figuras o representaciones
— Por último tenemos los dos caracteres de res
—
MII. Tienen este carácter asignado aquellas
preguntas cuya respuesta debe ser uno o varios números.
3. Diremos que tienen este carácter aquellas
preguntas cuya respuesta deba ser escrita mediante letras o
expresiones simbólicas.
Con estos 12 “caracteres” y las
formamos la “matriz a priori—2”. El paquete
SAT!1’CF nos va a permitir hacer un estudio
después, compararla con la matriz de Acierto
los alumnos.
25 preguntas
de análisis
de ella y,
y Fracaso de
La introducimos en el ordenador con el nombre de
CARPRE (Caracteres de las preguntas).
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Como esta matriz ha sido confeccionada con los
“caracteres” elegidos por ni, el hecho de que las preguntas
resulten coincidentes, o muy próximas, en este análisis,
querrá decir que están ligadas por esos “caracteres” o que,
según esos caracteres”, las preguntas son semejantes y
deberían ser contestadas de la misma forma por los alumnos,
Al estudiar después los datos estadísticos pro-
venientes de las respuestas de los alumnos, es decir de la
matriz Acierto y Fracaso, podemos encontrar que estas pre-
guntas aparecen igualmente ligadas, lo cual querrá decir que
la explicación que suponen nuestros “caracteres’ ci correc-
ta; o, podría ser que las preguntas no aparecieran ligadas
del mismo modo, con lo que veríamos que nuestros caracteres
no daban una buena explicación para ese hecho y habría que
buscar otra justificación para esas diferencias.
Comenzamos el análisis de la matriz.
111.2. ESTUDIO A~ DE LA MATRIZ A PRIORI.
Con este ACP vamos a estudiar:
Primero.— Las relaciones de dependencia o
independencia entre las preguntas. Es decir, las ligaduras
existentes entre ellas. Las preguntas son las “variables” en
el anilisis estadístico. Estudiaremos, por tanto, las rela-
cione. de dependencia entre estas “variables’.
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Segundo.— Las relaciones existentes entre los
“caracteres” de las preguntas, que son los “individuos” en
el análisis. Veremos si estos “caracteres” son muy diferen-
tes entre sí o son semejantes. Si se agrupan o son muy
independientes.
Después, con el APC de la misma ‘matriz a
priori”, vamos a analizar:
Primero: En qué cedida los “caracteres” que
hemos elegido contribuyen a la formación de los grupos de
preguntes.
Segundo: Cuáles son las ligaduras principales
entre los “caracteres” y las preguntas.
Estas observaciones, sobre la “matriz a priori”,
tienen como objetivo el perfeccionamiento de ésta a través
de posibles codificaciones. Por ejemplo, pueden ser chaina—
dos algunos “caracteres”, st se aprecia que resultan coinci-
dentes con otros, pues esto querría decir que iban a darnos
la misma información que aquellos y que, por tanto, resultan
superf 1 lOs.
También, sobre las preguntas, pueden darse
situaciones semejantes con preguntas coincidentes (super-
puestas en los gráfico.). Dos preguntas resultan coinciden-
tes cuando tienen los mismo. “caracteres”.
En este caso, no siempre es aconsejable optar por
la eliminación de alguna pregunta, pues puede ser que pare-
jas de ellas, coincidentes en el análisis a priori, resulten
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luego distanciadas en el estudio de los datos de los
alumnos, y esto es interesante descubrirlo, pues indica que
la previsión de “caracteres” realizada no explica totalmente
los resultados experimentales. Lo que conduce a la revisión
de los “caracteres” y a la búsqueda de otros “caracteres”
explicativos posibles.
Vemos, pues, que las observaciones sobre la
“matriz a priori” pueden ayudar a simplificar los cuestio-
narios demasiado amplios, descubriendo preguntas coinciden-
tes que pueden ser eliminadas.
También pueden ayudar a completar aquellos
cuestionarios en los que interese mayor diferenciación entre
algunos “caracteres”. a;adiendo preguntas que representen
variaciones o diferencias entre ellos.
Pueden darsa proximidades entre preguntas y
caracteres. ¿Qué quiere decir que una pregunta se encuentre
próxima a un carácter” en los gráficos?
La explicación a este hecho no es única. Por
ejemplo, cuando un “carácter” se encuentra localizado en
pocas preguntas y, a su vez, alguna de esas preguntas tiene
pocos “caracteres” asociados, se produce una casi identifi-
cación de] “carácter” con la pregunta y aparecen juntos en
el gráfico.
El caso extremo Ser.a un carácter” que estuvie-
ra representado por una sola pregunta y, a la vez, esa
pregunta no reprasentaa ningún otro “carácter>. La pregunta
y el “carácter” aparecerían identificados en todos los
planos. Las respuestas a esa pregunta identificarían a los
alumnos que habían actuado según ese “carÁcter”.
Pero esta situación extrema no es frecuente. En
general tenemos “caracteres” representados en varias pre-
guntas y preguntas que representan a varios caracteres”,
con lo que se dan con más frecuencia situaciones de proxirni—
dad que situaciones de identificación.
Empezamos por observar la importancia relativa
de los ejes leyendo la COÑIRIBUCIóN A LA VARIACIÓN TOTAL
(Gráfico 2) que es la siguiente!
Eje 1 Eje 2 Eje 3 Eje 4 Eje 5
26.4’!. 23.5% 15% 11.2% 5.9%
Se ven dos primeros ejes importantes con una
contribución que, entre los dos, llega casi al 50/. del
total. Después dos eles, el tercero y el cuarto, de menor
importancia. Y, por fin, un quinto eje que, prácticamente,
puede ser ignorado, pues lo que nos dé como información será
casi irrelevante.
Observaremos por tanto las gráficas en las que
intervengan alguno de los cuatro primeros ejes, aunque dando
más valor a la información proveniente del primero y el
segundo.
0W! lE VW1P&ES miEs 1*4 OS LW&.Y~
to< DE vfIALE SEFIESII4IAIPE O
ATTBITIeÉ Tout, r.p,t.e<ltett00 pIre est un. imaqe Sfoe.6, •t C00traCt*. tu
n’aq. dei po±ntsr.pflte~tat ifl Cbe.rfltIGM. La CO.t,ZkI*!«W
ve,.. perettro~t dr juqe,.
STATISIIQES EII9ITAIEB
~1riaES ma
tI
Lii
10
luz
10
091
1*41
1W
Ita
YA!
CAO
• MU3
‘la
1182
VAS
VM
SM
VS
093
El
E!
ES
E4
0.167
0417
0.567
0.083
0.333
0.417
0233
O.200
0.333
O.333
0.417
0333
0.567
0.200
orn
o.rn
0.167
0.167
0.200
0,200
0.417
0,500
o’500
0.417
0.200
00 LA fíE
o.3m
0.4930
0.5727
0.2764
0.4714
0.4930
0.4714
0.4330
0.4714
0.4714
0.4930
0.4714
0.3727
0.4330
0.4714
0.4714
0.3727
0.5727
0.4330
0,4330
0,4930
0.5000
0.5~
0.4~
~AIIOS
ti LEí K2 L~
ti í.o00
LES -0.379 1.000
10 ‘6.200 0.076 1.000
~‘0.I35 9~Z. 0.674 f.m
Lfl ‘6.356 0.13 0.426 l.~
50>0379 54 0.529 0.27 0.471 1.000
091 ‘6 316 0 478 0.13 0.426 0.620 0.479
INI O ~ ~ 0.~ 0.~ o.~ .6.099
EI~ -O lié j~J 0.13 0.426 i.m 0.471
11(2 CAS 0.120 0.13 0.426 0.200 0.120
VA! ‘6.378 0.314 0.529 0.27 0.478 i.m
CAO 0.632 —0.239 0.12 ‘6.213 ‘0.120 0.120
,¿U’~ <~5L0~’0.379 -0.200 ‘6.12 “0.316 “0.379
110 077T”O.4ffi ‘6.fl ‘6.174 ‘6.469 “4.0
-0.316 -4.215 -4.0 -0.239
1V~ 0.13 0.419>0.316 4.213 0’fl 0.120
VAS -0.200 0.076 0.469 0.674 0.13 0.529
e •i III! EX? ¡la 15.2 CM 9W 190 32 m VAS VM
1.000
o.m í.m
0.620 1.000
0.200 1.000
0.478 0.120 1.000
“0.120 0.000 —0.120 “0.120 0.120 1,000
—6.316 0.fl ‘6.316 0.13 .6.378 0.652
—0.400 0.~6 ‘6.409 0.469 ‘0.409 0.469 ~ 1.000
0.200 0.000-0.120-4.120-0.20? 0.625 0,632 0408 1.000
0.200 .6.469 0.200—0.120 0.120 0.200 0.13 0.000 0.200 1.000
0.13 0.fl 0.13 0.159 0.5294.316 .4~ -0.3 ‘0.316 ‘6.316 i.m
~?AflCo 4
404 ‘6.206 0.076 0.460 6.674
¡*44 0.258 -0.096 0.258 0.522
VIO I1W’< 059 —0.258 >0.174
063 0.651 0.076 0.357
lEí 0.000 0.507 “0.447 >0.302
0020.000 0.567’0.447-0.502
003 “0.376 0.65? >0.378-0.255
684 ‘0.256 0.293 .0.250 —6.114
0.158 0.529
0.~ “0.099
0.~ ‘0.092
0.478>0.029
0.354 ‘6.169
0.254>0.169
0.478 ‘0.029
0.406 0.293
0.158 0.258
0.000 ‘‘008
0.000 0111
0.478 -0.098
0.000 ‘0.192
0.060 “6.192
0.520 -0.488
0.406 “6.~
&QAFICO e
0.158 0.158 0.521 .0.516—6.200 -0.258 —0.316 .0.316 1.006 1.00
0:060 ¶i~-o.o~e 0.000 0.556 OdI(0 -0.400 0.256 0.22
~ ~ 0.556 \0.006 0.406 >0.258 —0.22
0.478 0.120 -6.029 —6.596 ‘0.373 -0.488 ‘6.219 0.120 0.076 0.00
0.354 0.~ —0.069 0.000 0.100 —0.192 0.100 0.354 —0.447 ‘0.44
0.354 0.000 —0.169 0.0(6 0.080 ‘6.092 0.000 (‘354 ‘6.447 >0.44a
0.470 ‘6.239 —6.029 ‘6.239 -6.378 >0.482 ‘6.239 0.478 .0.378 —0.3W
0.406 0.000 0.293 0.000 ‘6.256-0.333 0.000 0.406 ‘6.258 ‘6.25~
1144 Y.> 085 ‘El 002) 003 004
5*44 0.000
03 0.111 1.000
063 -0.098>0.409 5.060
GEl >0.512 0.192 0.669 1.000
683 -0.408 -0.099 0.304 0.6451’0.8451 0.000
004 -0.333 0.111 “0.090 6.577 0.577 0.683 1.000
flIe#LISMle,l
II LIDIE 1 V~.BRS PR~IIES OVASTeES SR LES AXIS PRIICIPáJI)
~ LIDIE : C~I79IBJ75GI A LA V~IATIG0 70l~.E 0Pfl~<T~5 EiFLICES PM LES AlES P2IIEIP«IZl
7.0920 5.8706 3.7453 2.0800 1.4683
28.4 1 23.5% 15.0 1 11.2 1 5.9 1
YICITIRS PR~RES <C~FIC1B6S OES YfI~.ES W4T~ ~00I1BOVeS L’w14T1a4 LIPEAW VES ASES ffi¡PCIPAJII
0(51 -0.2966
10 0.2845
090 0.1069
*412 0.1587
Sn 0.2750
DES 0.2297
091 0.2108
INI >0.503
EX? 0.2790
IIC 0.0101
YA! 0.2297
(~ >0.5937
-‘6.2566
108 >0.3150
062 >0.2617
M 0.0435
VAS 0.0355
VM 0.1355
1*44 >0.06~
Vi ‘6.2032
093 0.2246
DEI 0.0660
(¿2 0.0860
El 0.1952
004 0.1519
-6.0219
—0.1061
0.2659
0.2766
>0.0~5
0.1260
0.0138
0.2437
>0.0~
0.1633
0.0k
0.0616
-4.0219
0.0459
>0.1015
-0.2439
0.3053
0.3063
0.2477
-0.0092
>0.0203
>0.3224
‘6.3224
-0.3291
‘0.2362
02411
.0.1989
.0.0480
-0.0992
-0.2820
-0.1273
-6.2294
-0.2484
-Oro
-0.3604
-0. ífll
—6.2420
—0.2430
.0.176?
-0.2326
-0.1774
-0.0043
—0.0143
—0.2454
.0.3490
0.0661
.0.0269
‘0. 1269
0.0064
-0.1156
0.0336
>0.0112
0.1599
>0.0843
>0.0344
0.35(6
0. 0954
>0.3533
>0.0304
>0.2071
6.3566
0.1421.
0.0339
>0.1340
o.í
0.0644
0.0907
0.0907
>0.3133
6. 1989
>0.~6
-0.0896
>0.0898
>0.1093
0.0954
>0.6064
>0.1597
0. ~Il
‘0.0500
‘6.0672
0. ~4
>0.2839
0.1650
‘6.0672
0.2024
0.m4
0.1066
-6.0064
0. 0~
>0.2513
>0.5797
>0.0046
‘0.0040
0.1651
>0.0209
>0.5064
0. 2058
0.2158
0.1107
0.3399
ElUDE DES VMIA&fl
Of C3fttEt aWeitíGe DOTE LIS ~flIAK15El LES ASES PfiIPCI~ii
~ anac: ~.Atíws J CS~
39’?
111.2.1. ESTUDIO DE PYAES&JNTSS <VARIAS.ES>.
círculos de correlaciones
Las “variables”, como sobemos, son, en este
estudio, las orecuntas. En nuestro caso hay 25 (Gráfico 1).
Observando el primer circulo de correlaciones,
(Gráfico 3> que es el correspondiente al plano 1—2, vemos
que se presenta bastante bien, pues no nos interesa que haya
muchas preguntas coincidentes y se observa cierta especiali-
zación en las preguntas sin ser excesiva.
Se perfilan tres grupos de preguntas, pues la
proximidad marca la relación entre ellasI
I~ grupo: EXP, GEl, 6E2, GE3, GE4 LEí, LE2, 051, 053
y TRE.
líQ grupos CAD, INI,1N2, 1N3, 1N4, Muí. MUS, 052 y VJ.
Iller grupol DES, NU2, ORO, VA2, 9A3 y VA4.
Hay preguntas coco SEt y GE2 o MUí y PJUZ que se
sitúan exactamente en el mismo punto del plano, lo cual
indica que están completamente ligadas por nuestros ‘carac-
teres”; que estudiando estas preguntas no podremos esperar
ver diferencias entre ellos, porque una pregunta es como un
refuerzo de la otra y proporcionan, por tanto, la misma
i nf orma ci ón.
Que estas preguntas poseen los mismos carac-
teres” o muy parecidos, se puede comprobar en la “matriz a
priori—2” en la que se ven las preguntas y sus “caracteres”.
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Las preguntas que se identifican en el plano 1—2 del ARC, y
que tienen exactamente los mismos “caracteres” son las
si gui entes:
Preguntas Caracteres <coincidentes>
DES y VA2 VSP,C.V~R,LI y O
DEI y GE2 QAP,MP.DEP,S,MUN y 3
INI e 1N4 IN,LI y NIJM
LE2 y EXP VAP,MF%LI y S
NUI y NU3 LEN y NUM
VA! y VA4 VA~ y LI
Además de éstas, las preguntas 092 y VJ se
encuentran superpuestas en plano 1—4 (Gráfico S), pero no en
los otros, y es porque tienen tres “caracteres’ coincidentes
y uno no.
En el Ie~ grupo se ven otras ligaduras menores
como la que une a 091 y 093. Se ve una proximidad, lo que
indica que están un poco ligadas, pero no una coincidencia,
como entre GEl y 6E2. Además, esta proximidad no se mantiene
en los siguientes planos.
Lbs “caracteres” elegidos discriminar, relativa-
mente bien a las preguntas, pues 5• ve que producen una
dispersión bastante tiara de éstas.
En la gráfica siguiente, correspondíente al
piano 1—3 (Gráfico 4>, vemoS que, respecto a] eje 3, cl
vertical, no se produce esa diferenciacien, pues las
preguntas se encuentran reunidas en el sesicLrculo inferior.
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Sin embargo, en al plano correspondiente a los ejes 1—4
(Gráfico ~>, vuelve a verse la separacian pues Se distri—
buyen bien por el circulo.
XII.2~2. ESTUDIO DE LOS “CAR4CTERES” (INDIVIDUOS)
Los llamados “individuos”, en el análisis a
priori, son los “caracteres” que yo he elegido estudiar, y
son 12.
Estos “caracteres” son también las filas de la
MATRIZ A PRIORI—2.
En este estudio de los individuos, e,, el análi-
sis estadfstico ÑCP de la matriz a priori, vamos a ver si
los “caracteres’ están suficientemente separados como para
ser analizados con nitidez.
Lo primero que observamos, satisfactoriamente,
es que no existen “caracteres” coincidentes. Esto quiere
decir que los “caracteres” están de-finidos sobre distintas
preguntas. De todas formas, vamos a analizar las proxi—
mi dades.
Veamos primero los “caracteres” por clases.
En el plano 1—2 del estudio de individuos
(Gráfico 1.) apreciamos que los primeros caracteres: VAP, ~W,
DEP y GP, los que marcan los errores, están reunidos por las
preguntas, formando un conjunto con los “caracteres” “6” y
“5”. Esto quiere decir que no hay muchas preguntas diferen—
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cíadoras y preparadas para poder revelar un error separada-
mente de otro.
De todos modos se aprecia una diferencia. En la
representación del plano 1-3 <Gráfico 7> y en la del plano
1—A <Gráfico OX se encuentran OP y VAP bastante separadas,
pero DEP y MP continilan estando muy próxisas.
También el carácter o~ está un poco más separado
que los otros, pero no supone suficiente distancia como para
independizarse del conjunto. Estos cuatro caracteres se
encuentran tan próximos que hace suponer que el estudio de
los resultados de los alumnos, en la forma tradicional
Acierto Fracaso, no nos dará una información relevante sobre
cada uno de los errores. Este estudio deberá hacerse con un
análisis de los comportamientos de los alumnos y no
solamente del Acierto Fracaso.
Decimos que las preguntas ligan” estos ‘carac-
teres”, lo que por otra parte es lógico, ya q se trata de
tipos de errores que, en general. se producen sobre un tipo
de preguntas semejante.
Sucede lo mismo con los “caracteres de interpre-
tación correcta”: “C”, ‘VAR” e “1W’ que se encuentran
formando un conjunto que nos permite decir que están ligados
por las preguntas.
Los “caracteres de enunciado” “LEN”. “LI” y “6”,
sin embargo, se encuentran muy distanciados, formando un
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amplio triángulo! es decir que las preguntas separan muy
bien el tipo de enunciado’ en lengua materna, en lengua
literal o en lengua gráfica. Tendremos en cuenta esto cuando
saquemos conclusiones sobre los enunciados, porque podremos
darles cucho valor.
También los “caracteres de respuesta”” S” y
“NUD’V’ se encuentran bien separados por las preguntas, como
se aprecia en los gráficos 1—2 y 1—3. Incluso en el plano
1—4 quedan dtaeetralnsente opuestos.
Estudiando los “caracteres” en su conjunto,
pueden observarte en el piano i—2 (Gráfico 6) y en los
planos 1—3 y 2—3 (Gráfico 75, tres grupos:
i.c Grupos VAR, DEP, NP, OP 6 y S.
22 GrupoS IN, LEN y NUM.
3ra Grupo’ C~ VAR y LI.
que resultan así ligados por las preguntas.
Vamos a pasar a ver si Análisis Factorial de
Correspondencias. AFO, de la matriz a priori.
lI!,3. ESTUDIO APC DE LA MATRIZ A PRIOR!
En este análisis veremos 14 proximidad entre los
caracteres y las preguntas. Este análisis “a priori” permite
saber a qué preguntas están ligados los caracteres, de
manera general, y, después, se observa para comprobar si
estas ligaduras se mantienen, o no, en las indicaciones
408
hechas sobre los alumnos.
Un cuestionario es óptimo cuando los “caracteres
a priori” Separan al máximo las preguntas, porque en Cae
caso, al observar los ejes, éstos se encuentran determinados
por los caracteres que les corresponden.
Se puede dar el caso de que algunas preguntas
aparezcan “ligadas” por los caracteres que hemos elegido
estudiar. ¿~ué puede pasar al estudiar los resultados de los
alumnos?.
Puede ser que esas “ligaduras” se traduzcan en
otras ligaduras o que no. Si al estudiar la matriz de la
experiencia con los alumnos aparecen las mismas “ligaduras”,
querrá decir que los “caracteres” elegidos por nosotros son
una buena explicación para los hechos revelados por la
Cxperienc i a.
Por el contrario, si esas ligaduras no aparecen,
querrá decir que la experisentación no confirma el estudio a
priori y habrá que buscar nuevos “caracteres” explicativos y
quizá rechazar alguno de los “caracteres a priori”. En
cualquier caso nos servirá para saber si la explicación que
habiamos dado a través de los “caracteres” es válida o no’
A veces las ligaduras, aunque se mantengan, no
se pueden tener en cuenta porque aparecen en ejes de inercia
baja. es decir en planos de proyección de poca importancia.
En este caso diremos que nuestro carácter no actúa o no es
buena explicación para lo que sucede.
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Otras veces aparecen estas ligaduras sobre el
eje principal y. en este caso, quiere decir que el carácter
escogido por nosotros es realmente activo.
Cuando al analizar los resultados de la matriz
de los alumnos, ésos no coinciden con lo que seria espera—
ble, por las conclusiones obtenidas de la “matriz a priori»,
quiere decir! como ya hemos observado, que los “caracteres’
no resultan una explicación satisfactoria para todo lo que
sucede y, entonces, debemos estudiar las preguntas con cui-
dado, tratando de encontrar otro, posibles caracteres expli-
cativos. Estos serán llamados “caracteres a posteriori”,
pues es el estudio a posteriori el que los hace emerger como
una explicación de las “ligaduras”, o distanciamientos
surgidos de la realidad contingente y recogidos mr, la matriz
de los alumnos. Hablaremos de estos “caracteres” en el
estudio AFO de la matriz Acierto Fracaso.
Comenzaremos por observar los valores de inercia
que comportan cada uno de los ejes, para saber la importan-
cia relativa que cada uno de ellos tiene en el análisis.
La inercia que observamos es la siguiente
(Gráfico 9)1
Eje 1 Eje 2 Eje 3 Eje 4 Eje 5
25.6% 23.3% 14.6/. iO.9’/. 9.0%
Entre los dos primeros ejes llegan casi al 50%.
Esto muestra que hay agrupamiento entre algunas preguntas,
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lo que ya hablamos observado. También muestra que los dos
primeros ejes se destacan en importancia respecto a los
otros, ya que, en el tercero, la inercia se reduce casi a la
mitad que en ellos, y el cuarto menos de la mitad.
Estudiando el primer plano principal, el plano
1—2 SEráfico 10) se observa que los caracteres y las pregun-
tas a las que se encuentran ligados se agrupan en tres
zonas.
Llamaremos SI, Sil y SI!! a lo. agrupamientos
que aparecen.
El grupo 61 estA formado por:
Los caracteres VAP,MP,DEP,OP,E y 9.
Las preguntas EXP,GEi.GE2.GE3,6E4.LEI,LE2,OB1,023 y TRE.
El grupo SI! está formado por:
Lo. caracteres IM,LEN y NUN.
Las preguntas CAD,IMl,1N2,1M3,1N4,NUI.MUS,022 y “3.
El grupo SI!! está formado por:
Los caracteres C,LI y VAR.
Las preguntas DES,NU2
4ORD,VA2,VA3 y VA4.
En el grupo III tenemo. una situación de casi
identificación de un “carácter” y dos preguntas: el
“carácter” VAR y las preguntas VA3 y VA4.
Para investigar sobre este posicionamiento vamos
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a ver la “matriz a priori—2”. Se ve que V43 <y su pregunta
coincidente VA4) solamente se Asocian a los “caracteres” VAR
y LI! de modo que van a estar fuertemente atraídas por
ellos. Por otra parte, el “carácter” VAR solamente se
encuentra en cuatro preguntas’ DES, VA2, yAZ y VA4 y, como
consecuencia, se identifica con ellas también de manera
fuerte. Oiremos que es más atrayente para esas preguntas que
el “carácter” LI. Esto justifica la proximidad entre el
“carácter” VAR y las preguntas VA3 y VA4.
Las preguntas DES y VA2 son también coincidentes
en sus caracteres”, lo que hace que apareícan superpuestas
en los gráficos, pero se alejan del “carácter” VAR, pues los
otros “caracteres” que poseen CC,Li,S y VAR) las atraen
hacia sus posiciones; sobre todo los más alejados de VAR.
que son 5 y VAR y que tiran de ellas hacia arriba.
Vamos a ver ahora los resultados que se obtienen
de la experiencia estudiando la matriz Acierto Fracaso.
111.4. ESTUDIO ACP DE LA MATRIZ ÑCIERTO/FRACASO
Esta n,atriz que hemos llamado matriz ÉXITO,
incluye 194 alumnos y 25 preguntas. Sobre el análisis los
alumnos son denominado. “individuos” y las preguntas son las
‘variables”.
Originalmente los alumnos eran 196, pero han
quedado reducidos a 194 en este estudio, pues dos de ellos
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(el nl 16 y el nS 34) habían tenido todo “ceros” en la fila
correspondiente de la matriz, lo cual no permitía aplicar el
análisis estadístico, pues el programa no admite esta
circunstancia. Después de la eliminación, el programa re—
numera. automáticamente, los alumnos restantes.
111.4.1. INDIVIDUOS SIPLEMENTARIOS
Para que el estudio sea más fructífero se usa un
dispositivo del programa estadístico que consiste en situar
en los gráficos a los alumnos suolementarios
.
Estos alumnos suplementarios representan, en el
análisis, a unos alumnos imaginarios que hubieran respondido
de una determinada manera. Por ejemplo, se puede crear un
alumno suplementario que haya respondido bien a todas las
preguntas. Este alumno tendrá un “1” de acierto en todas las
casillas, y, con su colocación en el gráfico, marcará la
posición del Ú1fl En nuestro análisis hemos creado un
alumno suplementario para cada uno de los “caracteres” que
vamos a estudiar en las preguntas.
Cada uno de ellos, tiene un “1” en las casillas
correspondientes a las preguntas que lo tienen como “carác-
ter”. El conjunto de todos ellos ya sabemos que forma la
“matriz a priori—2”, que llamamos matriz CARPRE. Esta matriz
se aKade como “suplementaria” a la matriz ÉXITO para hacer
el análisis ACP y el análisis AFC.
En estos análisis, el propio programa nombra los
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“caracteres”. auton,áticamente. como Sl, 92,..... y hasta
Sic en nuestro caso, y los sitúa, con el resto de los
lilunnos, en las gráficas. Sirven así como puntos de referen—
cta para el estudio.
La correspondencia de la nomenclatura de alumnos
suplementarios OS,,). que hace el programa, con los nombres
que tenían los “caracteres”, es la siguiente
5. VAR Se C 5, LI
S~ NP 6. VAR Sto 6
9a DEP 5,. ¡N S.L NL/PI
6.. OP 6. LEN Saz O
111.4.2. ESTUDIO AcF
Observamos, para empezar, en la págtna corres-
pondiente a la DTAGONALIZACXóN (Gráfico 123, los valores que
marcan la contribución de los ejes a la variación total, lo
que determina la importancia que va a tener cada uno de esos
Ejes.
Se observa que hay un primer e
1e muy importante,
pues está marcado con un 247. del total, mientras que los
si~uientes se rebajan ya a 6.5’/., ~.9%, ~.2% y 4.6%, que,
comparando con el primero, supone una reducción grande. Seto
quiere decir que las observaciones, referidas al primer e3e,
que podamos hacer, tendran mucha importancia y, sin embargo,
las conclusiones que se puedan obtener, referidas a los
otros ejes, tendrán muy poca.
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Círculos de correlaciones
Mirando en los dos primeros planos de los
círculos de corrslaciones <Gráficos 14 y 133, observamos que
hay una cierta uniformidad entre las preguntas pues todas
ellas se encuentran en la parte derecha del eje horiíontal.
Tonando como referencia este Cje horizontal, que
es el eje 1. destaca un poco la pregunta NUI. que se sitúa
más al centro del plano que las demás, y algo separada del
resto. Por el lado derecho, las preguntas situadas más al
extremo son EE4 y LE2.
Estas situaciones extremos respecto al eje 1,
nos indican que son preguntas originales respecto al
Conjunto. Como estas posiciones jas estamos estudiando ero el
análisis ACP de la matriz ÉXITO, que es la matriz de la
experimentación, y, por tanto, están determinadas por las
respuestas de los alumnos, quiere decir que estas preguntas
Son respondidas de modo especial por los alumnos, bien por
la cantidad de alumnos que las responden o, porque los
alumnos que responden éstas, no responden a la mayoría de
las preguntas, o a la inversa.
Trataremos dé distinguir en qué consiste la
“especialidad” de estas preguntas continuando con nuestro
estudio.
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Estudio de “individuos
”
La segunda parte da este análisis consiste en el
estudio de los “individuos”, que son los alumnos. Los grAu-’
ces muestran la posición on que quedan los alumnos según sus
respuestas <GrÁficos 16 y 17>. Cuando dos alumnos, represen-
tados por su número de orden, coinciden, y uno está oculto
por el otro, quiere decir que sus respuestas son de las
mismas característ,cas.
Las posiciones pró:~imas indican respuestas
mame jantes.
En estos planos quedan situados los alumnos
suplementarios como alumnos que hubieran respondido
solamente a aquellas preguntas en las que Hgura un ‘1” en
la “matriz a priori—2”.
En el estudio de la matriz a priori habíamos
visto que se formaban tres grupos de “caracteres”. Estos
“caracteres” son aquí loe alumnos supOementarios. Vamos a
ver si en los gráficos [6 y 17 quedan definLdcs esos mismos
grupos.
Los grupos de “caracteres” de los gráficos 6 y 7
con la nueva nomenclatura de alumnos suplementarios quedan’
I~ Grupo! S,,Sz,S-,,S.,Stco y S.s
2 Grupo: Sr,S. y E..
Th” Grupo: S,S. y St
Estos tres grupos se aprecian separados en el
gráfico 17. El primer grupo en una franja casi horizontal.
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El segundo grupo en sí cuadrante inferior izquierdo. El
tercer grupo en la parte superior del plano gráfico. Como
esto Mano tiara el eje 3 como eje vertical diremos que este
3. discrimina lot tros grupos.
En el gráfico 16, que representa al plano 1—2,
e aprecia la separación muy clara del primer grupo en la
parte inferior. -y del segundo grupo en el cuadrante superior
izquierdo, pero el grupo tercero queda poco diferenciado
pues el elemento 9. se separa completamente de los otros dos
de su grupo.
Esta separación de los alumnos suolementarios en
los mismos grupos que habíamos visto en el análisis de la
matriz a priori nos confirma que el planteamiento de
“caracteres” que hemos hecho en aquella matriz tiene sentido
uo acuerdo con la realidad de los alumnos pues se confirma
Sn la matriz tXITO % matriz Acierto¡Fracaso) que es la
roatriz de los resultados de los alumnos.
117.5. ESfliDIO Art DE LA MAflIZ ACIERTO/FRACASO.
Ya hemos dicho Srs el ACP que esta matriz- ha sido
llamada ÉXITO. y que comprende 194 alumnos en las “líneas”,
que el Análisis ractorial llama “observaciones”, y 25 pre-
guntas en las “columnas”, que el Análisis llama “variables”.
Al igual que en el ACP, se a~ade la “matriz a
priori” que se introduce como “Observaciones suplementarias”
con el nombre de matriz CARPRE. Los “caracteres” salen en
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los gráficos numerados automáticamente como SI,52,..., hasta
Sil en nuestro caso. Los conocemos como alumnos suplementa-
rios” y el mroálisis Factorial los sitúa, como el resto de
los alumnos, sobre los planos gráficos, pero no los tiene en
cuenta a la hora de calcular la inercia, las aedias, las
desviaciones típicas etc.
ya hemos dicho en el apartado anterior que al
quedar situados sobre las gráficas nos ayudan a interpretar
el análisis, pues sirven como puntos de referencia.
Primero, vamos a ver las características gene-
rales. El porcentaje de inercia explicado por cada uno de
los ejes (Gráfico IB>. Nos encontramos con’
Eje 1 Eje 2 Eje 3 Eje 4 Eje 5
¶0% 7,9% 6.7’/, 6% 6%
El primer eje, que es el más importante, tiene
un 10% de inercia. Para valorar un poco su importancia
pensemos que, teniendo 25 variables como tenemos, si todas
tuvieran el mismo porcentaje de inercia, habría un 4% por
variable. El 107. del primer eje equivale a dos veces y media
el porcentaje de cada una de las preguntas. Es poco irnpor—
tante.
Son necesarios los tres primeros eles para
alcanzar una contribución acumulada del 24.6 7.. Esto quiere
decir que vamos a encontrar ~eque~as explicaciones, pero no
una explicación fuerte y única de todos los fenómenos que
observemos,
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111.5.1. ACIERTO Y FRACASO.
Si cierto aspecto a estudiar, representado por
un carácter” elegido, está incluido en preountas fáciles y
otro aspecto a estudiar lo está en preguntas difíciles, esta
condición <fácil, difícil> puede enmascarat los verdaderos
resultados. Por eso hace falta observar el acierto y el
fracaso que, a menudo, aparecen representados a lo largo de
un eje que denominaremos eje acierto—fracaso
.
Antes de mirar los planos del ~C Vamos a
identificar las preguntas mejor y peor respondidas, Para eso
miramos en el ACP de la matriz ÉXITO <Gráfico 12) y observa-
mos las “medias” que nos indican los indices de éxito de
cada una de las preguntas. Multiplicándolos por 100 tenemos
“el porcentaje de aciertos” a cada una de ellas.
Las preguntas PEOR contestadas serán las que
marcarán la dirección del ERROR y las MEJOR contestadas la
dirección del ACIERTO.
Las preguntas PEOR contestadas son!
Pregunta Media X aciertos
OES 0.103 10.3 %
0B2 0.109 10.6 1
1N4 0.160 lB Y.
VA4 0.201 20.1 51
ORO 0.276 27.9 1
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y las preguntas t’¶E3O~ contestadas son’
Pregunta Media 7. aciertos
Nu2 0.789 78.9 7.
NIJ3 0.732 73.2 •t
NUI 0.686 68,6 ~
023 0.675 67.5 7.
Con estos resultados vamos al plano i—2 del AFC
<Gráfico 20) y localizamos dónde están el Acierto y eí
Error. Es frecuente encontrarlos en oposición respecto al
origen formando un eje acierto fracaso.
Tomamos las tres primeras preguntas de cada
serie y localizamos esas seis preguntas viendo que, efecti-
vamente, marcan un eje oblicuo del segundo al cuarto cua-
drante, que tiene la dirección del Acierto en el 2~ cuadran-
te y la dirección del Error en el 4~ cuadrante.
La pregunta DES junto con 1N4 y 022 se~ala un
frente en la dirección del Error y la pregunta NtiL se~ala
el otro extremo en la dirección del Acierto.
Observando la pregunta ORO vemos que, respecto a
este eje, se presenta en una posición intercedía. Cabe
esperar para ella un nivel de aciertos del 507. aproximada-
mente. Lo miramos en la tabla de la página anterior y encon-
tramos 27.S”/., que es mucho más bajo de lo que esperábamos.
Esto nos hace pensar que hay más de una dirección de error.
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Pasamos al plano siguiente, plano 1—3 <Gráfico
21> y vemos que las preguntas PEOR respondidas, que son OES
y 082, se~alan don direcciones de error. La dirección de la
pregunta DES, casi en la bisectriz del primer cuadrante, se
ve reforzada por la posición de las preguntas VA4 e 1N4 que
son también de las PEOR respondidas del cuestionario.
- sí miramos en el Gráfico 22 vernos, en el plano
2—3, que las preguntas DES y 082 se encuentran sorprendente—
mente opuestas respecto al eje 3, pero no vamos a conceder
importancia a este posicionamiento, pues los ejes 2 y 3
tienen solamente un 7.97. y un ~.7X de contribución a la
inercia total, lo cual nos indica que las observaciones
surgidas sobre ellos no son muy importantes.
Este eje Acierto Fracaso se encuentra fuerte-
mente ligado al eje 1 como se observa en el Dráfico 20. El
Error del lado positivo y el Acierto del lado negativo.
111.5.2. CARACTERES A POSTERIOR!
Durante el estudio del Análisis Factorial de
Correspondencias surgen, en algunas ocasiones, posicionar”
mientos de las preguntas o de los “caracteres” que no tienen
una justificación en el análisis a priori.
Al intentar buscar una explicación a esos pos1—
clonamientos, aparecen, como posibles, nuevos -‘caracteres”,
diferentes de los ‘caracteres a priori”, que llamaremos
“caracteres a posteriori”, porque su aparición se produce
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después y como consecuencia del Análisis Factorial.
Estos ‘caracteres a posteriori” suponen una
posibilidad de explicación de los hechos encontrados a
través del Análisis Factorial. Es la aparición de esos
hechos la que exige que encontremos una explicación
didáctica, que es la que se intenta a través de esos nuevos
“caracteres a posteriori”.
Para comprobar su validez, estos ‘caracteres a
posteriori’ se incorporan a los que ya teníamos, formando
una nueva matriz a priori, y, a continuación, se hacen
nuevos análisis de esa matriz a priori y de la satriz de los
datos experimentales, la que hemos llamado ÉXITO. Los
alumnos suplementarios
1 que se a~aden ahora, incluyen todos
los “caracteres” que tenemos, que son los ‘a priori” y los
“a posteriori” y con esos análisis se prosigue la investi—
gaci ón.
En esta J,inea de buscar explicaciones para
situaciones surgidas del Análisis Factorial, vaeca a indagar
sobre las razones que provocan el bajo nivel de aciertos de
la pregunta OES, que es la peor respondida. Se trata de la
pregunta 6~ del cuestionario:
“¿Qué puedes decir de “p” si pCq+7 y q<4?’
Hago notar que es la Única pregunta en la que se
incluye, junto con las letras, una desigualdad. Las des-
igualdades se trabajan muy poco en los ejercicios de clase
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en estas edades, por lo que es esperable que cause extraeza
en los alumnos y que ésta influya en las posibilidades de
resolucí ón.
Esto nos hace pensar que se podría considerar la
“familiaridad escolar” como un “carácter a posteriori”,
además de los ya descritos. Las preguntas se podrían clasi-
ficar en “familiares” o “no—familiares”, según la experien-
cia de clase que hayan pasado los alumnos.
Este “carácter” pertenec. a los “caracteres a
posteriori”, pues es el análisis de los resultados el que
hace surgir su posibilidad. El Análisis Factorial de Corres-
pondencias se convierte, así, en una fuente de sugerencias
que se deben estudiar con detenimiento para no desaprovechar
las oportunidades de estudio que Surgen.
Es importante hacer un tratamiento riguroso de
nuestras opiniones ‘a priori”, vertidas en los “caracteres a
priori”, pero debemos estar atentos a las posibilidades
nuevas que surjan del Análisis, pues esto enriquece nuestra
visión previa.
Vamos a continuar investigando sobre la “fami-
liaridad escolar”, para ver si es un “carácter explicativo
de la situación descubierta.
Las preguntas que se oponen a DES en el plano
1—2 que estamos estudiando <Gráfico 20) son NUI. IN3 y NLJ2.
NUi es la pregunta que pide “sumar 2” y “multi—
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plicar por 3” dos números. Se trata de operaciones entre
números que, efectivamente, son “familiares” escolarmente
habí ando.
IN~ se trata de la preguntas
“El doble de un número más su mitad es Igual a 20.
¿Sabes cuál es ese número?”
También se trata de una pregunta con enunciado
habitual al alumno, en la forma materna (LEN). Con una
incógnita a calcular <IN) y en la que la respuesta pedida es
un número <NUM). Podemos decir que estos tres “caracteres”
son “familiares”, en términos de enseRanza, a este nivel.
NU2 es la pregunta 5!. Aunque el enunciado es de
tipo literal (LI> se trata de expresiones con igualdades,
sumas y diferencias, que también son “familiares” en el aula
a este nivel. Además la respuesta pedida es numérica (NUM),
que es la más frecuente y habitual para los alumnos.
Por el extremo de la pregunta OES tenemos
también a 022, 1N4 y VJ. Vamos a seguir investigando este
nuevo “carácter” de la “familiaridad escolar”, para ver si
su falta encaja con la mala respuesta dada a estas
pr equntas.
Tanto 052 (pregunta l5~> como V3 <pregunta 21!)
son preguntas en las que es necesario escribir una expresión
simbólica como respuesta. Esto, efectivamente, no es habi-
tual en términos escolares. Lo “familiar”, en estos térmi—
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nos, sería dar una expresión simbólica y pedir un cálculo
que terminase con un resultado numérico. Parece pues que
este nuevo “carácter” da una explicación para estos fra-
ca sos ~
La pregunta 1N4 (n9 i9 en Cl cuestionario> es
también una pregunta inhabitual, pues, aunque el resultado
pedido sea numérico (NUM), la forma de llegar a obtenerlo no
se basa en el cálculo, sino en un razonamiento fundado en la
estructura de la ecuación y en el concepto de “solución” de
una ecuación.
111.5.3. ESTUDIO DE LOS EJES
En el Gráfico 20 podemos observar que el eje 1,
que es el horizontal viene definido por el grupo de ‘carac-
teres”: 9. <YAP), Sa (NP). 5. <DEP), 5. <GP), Sic CG) Y
S, <5>, que hemos llamado grupo SI, ya que éstos se sitúan
en las posiciones extremas, a la derecha. 4parece como
intrusa, en este grupo Rl, la pregunta tES, que en el análi-
mis “a priori” estaba incluida en el grupo 0111 <llamado 53
en el Gráfico 10).
Hay que seguir estudiando la posición de esta
pregunta DES en otros planos, aunque el haberla encontrado
desplazada en éste, que es el principal, ya nos mueve a
observarla en particular, pues quiere decir que los “carac-
teres”, con los que la hemos definido en la ‘matriz a
priori”, no nos explican esta posición en el plano 1—2. La
Seguiremos al estudiar las preguntas.
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El eje i se encuentra ligado fuerte,te al eje
Acierto Fracaso aunque no identificado con él. El Acierto
d.l lado negativo del eje 1 y el Fracaso del í.a positivo.
El eje 2, que es el vertical, viene definido por
la pregunta ORD <pregunta 4é del cuestionario) y por los
alumnos 061 y 079 como se ve en la figura <Gráfico 201.
Estos tres elementos marcan superiormente el eje 2.
La pregunta DED se muestra como una pregunta
original pues, en el estudio “a priori”, no se encontraba
aislada de las demás preguntas y, sin embargo, aquí aparece
con características propias que la desmarcan del resto y que
nosotros no habíamos previsto.
En el plano 1—2 del AFC de la matriz a priori
<Gráfico 10) se encontraba situada en el grupo que Hemos
denominado GS junto con otras preguntas como yAZ, VAS y VA4
y ligada a los “caracteres” LI<S.), 0<5.) y YAR<S.) pero en
el plano 1—2 <Gráfico 20) del AFO de la matriz ÉXITO, que es
el estudio de los alumnos, no sólo aparece separada de las
preguntas YAZ, VAS y VA4, sino que se encuentra opuesta a
los “caracteres” suplementarios VARCS.9, y LI<S..) y’ muy
alejada del 0<5.),
La situación de la pregunta ORn, definiendo el
eje 2, se ve de nuevo confirmada en el gráfico del plano 2—3
<Gráfico 22) en el que el eje 2 es el horizontal y la
pregunta ORn queda situada en posición extrema, a la
derecha. Podemos observar también que los dos alumnos que
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“tiraban” del eje 2 se encuentran aquí, otra vez, fuerte-
mente ligados a esta pregunta.
Estos alumnos son el 061 (de 82 de EGB) y el 078
(de 12 de REM). Voy a estudiar las respuestas de ellos en el
análisis descriptivo, para ver el por qué de esa ligadura.
Veo que son alumnos que han tenido un bajo nivel de respues-
tas <4 correctas de las 25 posibles) pero han respondido
bien a la pregunta CPU que, por otra parte, es una pregunta
que se encuentra respondida sólo por el 27.67. de los
alumnos. Posiblemente por eso, en la gráfica están tan
próximos a la pregunta, porque en el conjunto de su
comportamiento, la respuesta positiva a la pregunta ORD,
tiene mucha importancia.
En el otro extremo de este eje 2 está la
pregunta 1N4 opuesta, por tanto, en el gráfico, a la pre-
gunta CRO. Mirando el índice de aciertos en el apartado V.1
se observa que la pregunta CPU tiene un 27.27. y la pregunta
1N4 un 192. Ambas están con un indice muy bajo, por tanto no
es el nivel de aciertos lo que las opone. Debe existir un
“carácter” que pueda explicar este posicionan,iento.
El eje 2 está definido por un “crácter”, no
encontrado todavía, que opone ORD a 1N4 y q. habrá que
descubrir.
El eje 3 se puede analizar en el Gráfico 21 y en
el Gráfico 22 donde es el eje vertical, y se ve que viene
definido por los “caracteres” suplementarios VAROS.> y C<S&
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y un poco menos por LI(S.), que son los que forman el grupo
63 del Gráfico 10. Se ve que estos “caracteres” -‘tiran’ de
las preguntas del mismo grupo: DES, NUZ, ORO, YAZ, VA3 y V44
y se aprecian ahí dos preguntas intrusas, que son 1N4 y VI,
ambas del grupo 62, En esta parte del plano se entremezclan
las preguntas del grupo 62 y el grupo 63.
Estas dos preguntas ya hemos tenido ocasión de
observarlas al describir su posición respecto al eje
Acierto Fracaso, con relación al “carácter a posteriori’ de
la “familiaridad escolar”. Esto puede explicar su posición
fuera de lo que esperábamos con el estudio de los
‘caracteres a priori”.
En la parte negativa, el eje 3 se encuentra
definido por el “carácter” OP <Se) y la pregunta O~2 que,
por otra parte, es una de las peor respondidas. Tanto el
“carácter’ como la pregunta tienen que ver con el que
llamamos error de la letra como objeto.
111.5.4. ESTUDIO DE LAS PREELN4TAS
Vamos a comparar las posiciones relativas de las
preguntas en los anA]isis de la “matriz a priori” y sus
posiciones en el AFO de la matriz ÉXITO, Con esto comparamos
nuestro estudio “a priori” con el estudio de la realidad
experimental de los alumnos, ya que, como hemos dicho, la
matriz ÉXITO recoge las respuestas de los aTumnos a las 25
preguntas.
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— Las preguntas NUI, Mfl y NU~ protagonizan una
situación interesante, porque no responden a la previsión que
habíamos hecho para ellas.
Las preguntas NUI y NUZ están ligadas (super—
puestas> en el Gráfico 10 que analiza “1$ matriz a priori’ y
alejadas de la pregunta NL¡2. Esto es, que según nuestros
“caracteres a priori”, las preguntas NUI y NU~ son semejan’-
tes y deberían ser respondidas por el mismo tipo de alumnos,
mientras que la NU2 , al encontrarme separada de aquellas,
está catalogada como una pregunta diferente.
Aqux. en el plano 1—2 (Gráfico 25) del AFO de la
matriz de los alumnos (matriz ÉXITO) se encuentran las tres
bastante próximas, pero NIAl y NU3 ya no aparecen tan
“ligadas’, pues no se encuentran superpuestas. Esto quiere
decir que los “caracteres” con los que las hemos identifica-
do en la “matriz a priori” no son significativos aquí.
— Las preguntas ¡Ni e 1N4 también sufren un
desplazamiento respecto de sus posiciones “a priori’.
La posición relativa de las preguntas INI e 1N4
cambia, puesto que se encuentran superpuestas en todo el
estudio de la “matri, a priori”, tanto en el ACP como en el
AFO y en todos los planos de ambos análisis, lo cual SC
interpreta diciendo que las dos preguntas están “ligadas”
por los “caracteres” escogidos. Sin embargo, al estudiar el
Art de la matriz proveniente de las respuestas de los
alumnos <matriz ÉXITO), las encontramos muy separadas. En el
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primer plano 1—2 (Gráfico 20), se sitúan con las coordenadas
(Gráfico 19>:
Coordenadas
Eje 1 Eje 2
INi —0.100 —0.020
1N4 0.161 —0.901
que producen la posición del gráfico, en le que INI está
casi en el origen de los ejes mientras que 1N4 se encuentra
en el cuarto cuadrante, en una posición de las más bajas de
la representación.
Esta distanciación se confirma en los planos 1—3
(Gráfico 21) y 1—4 (Gráfico 23.> con la posición de INI en el
tercer cuadrante, mientras 1N4 se encuentra en el primero,
como vemos que corresponde según las coordenadas de ambas
preguntas (Gráfico 19>:
Coordenadas
Eje 1 Eje 3 Eje 4
INí —0.100 -“0.195 —0.036
1N4 0.16! 0.326 0.~BS
Quiere esto decir que estas preguntas no están
“ligadas” por los alumnos, pues en eme caso aparecerían
próximas; asi que deberemos explicar esta separación por
alguna razón distinta de la explicación de los “caracteres”
que habíamos buscado en la ‘matriz a priorí
— Los preguntas LEí ,LE2 y EXP responden en el
AFO del plano experimental a las expectativas que teníamos
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según nuestro planteamiento ‘a priori”.
Las preguntas LEZ y EXP se encontraban super-
puestas en el análisis “a priori” y muy próximas a la
pregunta LEí. Se apreciaba esta posición en el plano 1—2
<Gráfico 3) y en el plano 1—3 (Gráfico 4) deI ACP; y en el
plano 1—2 <Gráfico 10) y en el plano 1—3 (Gráfico 11) del
AFO. Incluso, en este último, se encontraban superpuestas
las tres. Es decir se encontraban claramente “ligadas”.
Cuando , con la matriz ÉXITO, paso al estudio de
los alumnos, encuentro confirmada la situación de
“ligadura”, pues, aunque LE2 y EXP no se encuentren super-
puestas, lo cual sería muy difícil teniendo en cuenta que el
volumen de individuos es de 194, se encuentran muy próximas
en los planos principales: plano 1—2 (Gráfico 20) y plano 1—
3 <Gráfico 21) del AFC de la matriz ÉXITO.
Para estas preguntas resulta eficaz nuestra
previsión de “caracteres”. Decimos que nuestras “caracteres
a priori” son una buena explicación para lo que sucede en la
experiencia con estas preguntas.
Estas preguntas pertenecen al primer grupo de
los observados al estudiar la “matriz a priori—2” y
recordemos que este grupo se encuentra bien representado en
la experímervtación, por eso no es de extra~ar que la
posición de estas preguntas que pertenecen al primer grupo
encuentren a su vez confirmada su posición con la
experimentad ón.
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— La pregunta ORD se nos muestra usq espetial,
pues aparece aislada de las demás en el plano 1-2 <Gráfico
20>. Lo que llama la atención ella es que su posición no era
esperada, ya que en el estudio ACP de la “matriz a priori—2”
y en el AFC de la misma matriz <Gráfico 10) se encontraba
relacionada con grupos de preguntas -como NU2, VA2, DES, V43
y YA4.
Esta posición otorgada por la elección de
“caracteres” no se mantiene con los resultados de la experi-
mentación, pues en este plano 1—2 (Gráfico 20) la encontrar-
mos aislada y lejana de VA3, VA4 y NIJ2; más alejada todavía
de la pregunta DES y mucho más alejada de VA2 a la que,
incluso. se opone respecto a este eje 2.
Debe haber una explicación para este hecho. Los
“caracteres’ elegidos no explican lo que sucede en el Art.
Esta posición de la pregunta ORD nos sugiere estudiar las
características de la pregunta desde algún otro punto de
vista distinto al que hasta ahora habíamos aceptado. EX Art
nos da así um indicio para el análisis de esta pregunta.
Otra pregunta que tiene un posicionamiento
especial es la 1N4. ya hemos observado un poco más arriba,
comparándola con la INI, con la que se identifica en el
análisis “a priori”, cómo Su posición respecto a INI, en el
Art, es del todo inesperada. Ahora vamos a observarla desde
el punto de vista del eje 2, en el AFC <Gráfico 20). El eje
2 queda definido por las preguntas ORD e 1N4, que se
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encuentran en oposición respecto a él. Pero ambas preguntas
tienen un bajo nivel de respuestaS 27.87. y 18%, respectiva-
mente. Por tanto la oposición no está marcada por el nivel
de aciertos.
La oposición, en el gráfico, indica que los
alumnos que responden correctamente a una, fracasan en la
otra, El ~t, de nuevo, nos aporta aquí un i,wiicin que nos
marca una dirección de investigación. Se tratará de buscar
respuesta a ia preguntas ¿qué es lo que hace que estas
preguntas, ORD e 1N4, sean tan diferentes para los alumnos?.
Si no dispusiéramos del A~C como elemento de
investigación no habríamos sabido que estas preguntas habían
sido respondidas por distinto tipo de alumnos y que, en
consecuencia, para los alumnos, habían resultado ser
preguntas muy distintas.
III.5.5.ESflID!0 DE LOS “CARACTERES”
tbservaremos ahora la relación entre el Art de
la “matriz a priori—2” en el plano 1—2 (Gráfico 10) y el AFC
de la “matriz Acierto Fracaso”, de los alumnos, en el i~lano
1—2 <Gráfico 20).
Esta última matriz, como ya se sabe, es el
resultado de la experimentación y ccmparÉndola con la
“matriz a práori—2” sabré si la experiencia confirma aquello
que yo había previsto con los “caracteres” en el estudio
a bric,ri
.
Ma
— Se observa, pues, el grupo SI del Gráfico 10
de la “matriz a priori” para estudiar su posición, compara-
da, en el Gráfico 20 de la “matriz Acierto Fracaso
Los “caracteres” que forman eme grupo son VAP,
NP,OEP,0P,G y 5, que corresponden a los alumnos suplemen-
tarios’ S,<VAP), Sm<NP), S3<DEP), S.<OP), S~o(G>, 512<5) y
las preguntas que están atraídas o ligadas por ellos son’
EXP,GEI.5E2,EEZ,3E4,LEI,LE2,OBí,OBS y TRE
Volviendo con estos datos al Gráfico 20 vemos
que, efectivamente, la experimentación confirma el grupo de
“caracteres” en el lado positivo del eje 1 <horizontal) y
próximas a ellos las diez preguntas que hemos seRalado que
se muestran así atraídas por esos “caracteres”.
Solamente aparece aquí una pregunta oxtra~a al
grupo, la pregunta DES, que en el análisis a priori se
encontraba formando parte del grupo GIl!. Pero esta pregunta
no se encuentra muy atraída por este grupo SI pues en el
Gráfico 21 (en el plano 1—3> ya la encontramos alejada del
grupo.
Volviendo a nuestro grupo SI. Su posición en el
GráfIco 20 confirmando el grupo formado en el Gráfico lO nos
dice que en nuestro análisis a priori hay algo que tiene
sentido pues la experimentactúr. comprueba la misma agrupa-
ción que habíamos previsto antes.
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Vamos a comprobar si en el plano 1—3 <Gráfico
21) continúa clara la conjunción de este grupo SI. Vemos que
también, en este plano, los “caracteres” del grupo GI se
agrupan en la parte positiva de] e
5e 1 que es el horizontal
y se encuentran atrayendo a las diez preguntas: EXP, GEl,
GE2,6E3,GE4,LEi,LE2,0Sl,OB y TRE que forman en e%te grupo,
En este plano, también hay una pregunta extra~a
al grupo, la pregunta VA3, que se encuentra escondida tras
la pregunta ~E, y que no pertenecía al grupo SI en el,
análisis a priori, mino al grupo 0111. Por lo demás el grupo
SI se encuentra bien representado en los resultados experi-
mentales. Estos resultados corroboran así los análisis a
Driori
.
— Veamos ahora el grupo GIl.
Este se encuentra formado, según el análisis a
priori, por los “caracteres” IN,LEN y NUM según se ve en el
Gráfico 10. Estos “caracteres” corresponden a los alumnos
suplementarios
S<IN), SeCLEN> y Stt<NUM)
y atraen hacia si el grupo de preguntas
CAD,INS,1N2,1N3,1N4,NUl,NU3,0B2 y V.J
Con esta información vamos al plano 1—2 de la
experimentación <Gráfico 20) para ver si estas posiciones se
corresponden en la experiencia.
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y en la parte inferior del plano, ligeramente a
la izquierda, encontramos también los tres “caracteres’
efectivamente agrupados.
Vemos que este grupo II de “caracteres” — -
confirma con el estudio de la matriz de los aluos.
Al buscar las nueve preguntas que corresponden a
este grupo, las encontramos muy orientadas en la proximidad
de los tres “caracteres’.
Solamente la pregunta VA2 queda corno eMtraKa en
este grupo pues pertenecía al grupo Gui del análisis a
priori.
Vamos a ver qué sucede en el plano siguiente,
plano 1—3 <Gráfico 25>. También los tres “caracteres” Se
encuentran formando un grupo que confirma el grupo Gil. pero
el conjunto de preguntas ahora no es tan nítido. Algunas
como VJ parecen alejarse demasiado de la zona de influencia
y otras, corno NU2 próMima a Se> no pertenecen al grupo
inicial. Salvo estas excepciones, se confirma también el
grupo.
— Veamos, por fin, el grupo SI!!.
En el Gráfico 10 del AFO de la matriz a priori
se observan los elementos que forman el grupo 2111. Son los
“caracteres” O, VAR y LI que corresponden a los alumnos
suplementarios
SeCt), S.<VAR), B.(LI)
y las preguntas atraídas por ellos que son1
451-
DES,NU2,ORD,V42,VA3 y V44
Pasando ahora al plano 1—2 <Gráfico 20) de la
matriz 4cierto Fracaso, o matriz de la experimentación, se
observa que los “caracteres” se pueden considerar cercanos
entre sí, y también que algunas de las preguntas correspon-
dientes, como NU2,VA3 y 944, están en la zona de influencia
de estos caracteres”; pero también se aprecian las
preguntas 942 (abajo a la izquierda>, ORD (arriba en el
centro) y DES <centro a la derecha) que aparecen completa-
mente desplazadas de esta zona de influencia de los “carac-
teres” del grupo.
Interesa ver, en el plano 1—3 <Gráfico 2!>, si
el grupo se mantiene mejor cohesionado. Los ‘caracteres
CtS.>, ‘JAR<S..) y LI<S..> aparecen efectivamente -formando un
grupo en la parte superior y central que se ve además que
define el eje 3, como se puede comprobar también en el plano
siguiente, plano 2—3 (Gráfico 22).
Se ve, por tanto, que este grupo III de los
“caracteres”, observado en el estudio de la “matriz a
priorl—2”. se confirma, también, con el estudio de la
“matriz ÉXITO” o matriz de la experimentación.
En cuanto a las preguntas que formaban parte de
este grupo, vamos a identificarlas en el plano 1—3, y vemos
que la mayoría se encuentran bien situadas: DES, ORO, VA2,VAZ
y VA4. Unicamente NU2, sin estar demasiado alejada, sucede
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que está muy próxima al “carácter” LEN(S.) del grupo Gil. Es
ésta una pregunta de respuesta numérica y el “carácter” Se
representa el enunciado en lengua materna, Se aprecia que,
tanto la pregunta como el “carácter”, están alejados del
simbolismo, el uno por el enunciado y la otra por la res-
puesta.
En el grupo se observan dos preguntas intrusas,
la Y.] y la 1N4 que forman parte del grupo Oíl en el análisis
a priori.
Estas dos preguntas resultan di’f-s,tes, para
los alumnos, de lo que nosotros habíamos previsto en el
amálisis a priori.
Si volvemos al plano 1—2 <Gráfico 20) encontra-
mos estas preguntas en oposición a la pregunta CRD con
relación al eje 2. Habíamos observado esto al estudiar la
pregunta ORO. En ese momento vimos que 1N4 y ORO se
encontraban en oposición, y ahora, aaadimos a esta observa-
ción la pregunta V.L
Resumiendo este estudio de los “caracteres”,
podemos decir que los tres grupos que se habían formado por
nuestra elección de “caracteres” y que se habían hecho
patentes en sí estudio a oriori <estudio de la matriz a
priori—2”>, quedan confirmados por el análisis ÑPC de la
experiencia <estudio de la matriz ÉXITO de los alumnos).
~sto nos dice que la elección de “caracteres” es ajustada a
la realidad del alumnado en el que hemos hecho la
experíer’cia.
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Pero, a la vez, este estudio nos muestra algunas
preguntas del cuestionario cuya posición no responde adecua--
damente a las previsiones que habíamos hecho y que por tanto
son preguntas que nos interesa estudiar desde otros puntos
de vista.
111.6.
— Los caracteres escogidos no coinciden entre
si, esto es, están definidos sobre distintas preguntas.
Estos caracteres discriminan bastante bien a las preguntas.
— Los caracteres de error (VAR, NP, DEP y DR)
forman un conjunto (que tiene próximos a los caracteres “E”
y ‘5”) • y esto es lógico porque se pueden producir sobre un
tipo de preguntas semejante.
— Los caracteres de enunciado (LEN, LI y E) se
encuentran muy distanciados, lo cual quiere decir que las
preguntas del cuestionario los definen muy bien.
— Se encuentra determinado un eje ~ierto Error
oblicuo, del segundo al cuarto cuadrante, que ayuda a
discernir los alumnos que responden mejor de los que peor
responden.
— El análisis ayuda a descubrir algunas pre-
guntas que se catalogaban con unas características y que
luego han resultado originales respecto a esas previsiones.
Son de este tipo las preguntas NIAl y N133 que
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están ligadas en la matriz a priori, y separadas de la
pregunta NU2; y que después en el análisis de la matriz de
alumnos, es decir de la contingencia, aparecen próximas las
tres, pero no superpuestas.
También son de ese tipo las preguntas INI e 1N4.
Aparecen primero “ligadas” y después separadas por la
contingencia.
La pregunta ORD se muestra muy especial pues su
posición sobre el gráfico de la contingencia es
completamente separada del resto y en una posición que no
había sido prevista.
Las preguntas VJ e 1N4 se revelan, también, como
diferentes a lo que habíamos previsto.
La pregunta 53E4 resulta original respecto a las
otras, quizá porque los alumnos que la responden no
responden bien a las demás, o al contrario,
— Algunas preguntas responden muy bien a las
provisiones hechas. Son de este tipo LEí, LEZ y EXP que
confirman sus posiciones iniciales.
— Los caracteres escogidos forman tres grupos en
la matriz a priori, de los cuales, dos, son confirmados
claramente por la contingencia, y el tercero, queda un poco
desdibujado en algunos planos. En general la contingencia
confirma los agrupamientos previstos con la matriz a priori.
Esto afirma que la elección de caracteres es correcta.
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— El análisis ayuda a descubrir caracteres no
previstos, que llamamos caracteres “a posteriori” cono por
ejemplo, la ‘familiaridad escolar.
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IV. ESTUDIO ESTADíSTICO BPIDP SOBRE EL CLESTIOt4~IOS El
-
USO DE LAS LETRAS
Este análisis estadístico da muchas posibili-
dades de estudio de un cuestionario empleando las distintas
modalidades que ofrece.
El análisis descriptivo general, BMDP’2D,
permite hacer un estudio detenido de aciertos y fracasos.
Este análisis ayuda a identificar cuáles son las preguntas
del cuestionario que, al ser respondidas por casi todos los
alumnos o por prácticamente ninguno, se revelan inútiles
para discriminar entre ellos; también localiza las preguntas
que resultan más difíciles a los alumnos, que no siempre son
las que se esperaba. O sirve para determinar cuál es el
carácter preponderante entre las preguntas sejor y peor
respondi das.
Con este análisis descriptivo general, 20.
también se pueden estudiar, en toda la muestra, distintos
tipos de enunciado representados por los caracteres LEN, LI
y 53, como haremos en el apartado I.~, y su influencia en la
comisión de los distintos tipos de error. Esto sc hará en
ios apartados 1.7, 1.9 e Y.?.
Los análisis BMDP—3D y lD~ combinados, dan,
desde la perspectiva de los distintos cursos, los contrastes
entre enunciados en lengua literal, lengua materna y lengua
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gráfica. flan también la comparación de las medias por
cursos, lo que permite analizar el efecto de la enseKanza en
la comprensión de preguntas con distintos tipos de lenguaje.
Del mismo modo, con los análisis BMOP—3D y ID se
estudian los contrastes entre respuestas de tipo numérico y
respuestas de tipo simbólico en toda la muestra y por
cursos. Esto se hace en el apartado I.¿.
El análisis BMDP—7D, consiste en un análisis de
varianza que permite saber si entre las respuestas a las
preguntas del cuestionario existen diferencias significati-
vas según el curso al que pertenece el alumno. Con ello se
pueden deducir los efectos producidos por la ensei~anza en
los diferentes niveles y estudiar posibles diferencias entre
Reforma (REMI y Bachillerato <BUP).
Para algunas preguntas del cuestionario es
preferible emplear el análisis BMDP—4F que es un análisis de
frecuencias que utiliza el parámetro ~.2 y que resulta más
eficaz que el anterior pues proporciona el número de alumnos
de cada curso que han respondido de un modo determinado, el
porcentaje que ese número representa respecto al total de
los alumnos del curso, el porcentaje sobre el número total
de alumnos encuestados y el porcentaje sobre el número de
respuestas de cada tipo.
Hemos empezado por un análisis descriptivo
general, 20.
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IY.l. ANáLISIS UESCRIPTIVO.
IV. 1.1. SOBRE LOS ALUSOOS.
Sobre el total de alumnos encuestados la propor-
ción de cada curso es la aiguiente!
79 EGB 16.9 7.
69 ESO 16.2 7.
iQ BUP 39.3%
iPREN 257.
Se ve, por tanto que la muestra está un poco
sobrecargada en 19 SUP en detrimento de los aluenos de 79 y
69 de EGB.
Si se consideran juntos éstos últimos suponen un
32.1 7. que ya es equiparable al porcentaje de alumnos de
Bachillerato y de Reforma.
Tendremos esto en cuenta cuando tratemos de
val orar el ‘~peso” de al gunas de nuestras concí usí Ones.
¡Y. 1.2- saB~ LAS PRESUNTAS.
Aunque el cuestionario consta de 26 preguntas.
este análisis estadístico no las incluye todas. Han sido
eliminadas las preguntas nQ 1 y nP 20. La pregunta n9 1
porque las características de su enunciado la hacían difí-
cilmente equiparable al resto de las preguntas y la pregunta
nP 20 debido a un error de transcripción en el enunciado
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como ya se ha dicho.
La pregunta nQ 5 se ha desdoblado en dos, La
primera parte, que se sigue llamando “pregunta nQ a
incluye los dos primeros apartados, porque son de respuesta
numérica (NUN). y la segunda parte, que se llamará “pregunta
nQ 5.c”, que está formada por el tercer apartado, que es de
respuesta simbólica (5).
Las preguntas n2 2 y n~ Z han sido reagrupadas,
para el estudio estadístico, de la siguiente forma) Con el
nombre de “pregunta n9 2” se incluirán los dos primeros
apartados de las preguntas 2~ y ZC, que son los dos aparta-
dos de cálculo numérico. Con el nombre de “pregunta nfl 3” se
incluirán el resto de los apartados de ambas preguntas, que
comprenden cálculos “con letras”.
Con estas correcciones, el número total de
preguntas queda ahora en 25. Corresponden a las “variables
estadísticas” que van de la nP 4 a la nP 28, ambas
inclusive.
IV. 1.3. SOBI~ LOS ACIERTOS Y LOS FRACASOS.
Se va a realizar un estudio sistemático de todas
las preguntas desde el punto de vista acierto y fracaso. En
primer lugar ordenamos las preguntas según el criterio de
porcentaje de alumnos que responden correctamente” <Tabla
en la página siguiente)
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IV.l.3.l. Fracasos.
Las preguntas con más baja respuesta son las
números 6 y 15 que corresponden a las variables nQ 9 y nQ 10
respectivamente. Tienen un 10.2 ‘1. de aciertos; o dicho de
otra manera, tienen casi un 90 ‘1 de fracaso.
Vamos a analizar las características de estas
preguntas.
— La pregunta n~ 6 combina dos expresiones alge—
N2de N9de 7. ¡
Pregunta Variable Aciertos
estadí sti ca
¡ 5! A,B 7 78.1
13! 16 72.4
__ 4 67,9
22! 24 66.8
8! 11 62.8
14! 17 62.2
17! 20 56,1
5!C 8 55.1
16! 19 52
25! 27 51.5
26! 26 51
9! 12 46.4
23! 25 41.8
24! 26 36.8
12! 15 35.7
7! 10 35.2
¡ 10! 13 32,1
3d 30.1
-21! 23 29.6
11! 14 28.1
4! 6 27.6
18! 21 19.9
19! 22 17.9
15! 18 10.2
6! 9 10.2
TABLA ACIERTOS
braicas’”p=Zq-e-7” y “q<
4”. Una desigualdad y una Igualdad.
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Para responder correctamente es necesario que el alumno
capte la idea de <conjunto de números> menores que 4 de la
desigualdad, para poder obtener con ella la respuesta
correcta que es otro conjunto de números.
Es por tanto una comprensión de segundo nivel.
No se trata solamente de comprender el significado de la
relación de desigualdad, sino de utilizar esta comprensión
en la otra relación, en la igualdad.
Esto supone una complejidad de la tarea que se
hace patente en el bajo nivel de respuestas obtenido.
Por otro lado, es la única relación de des-
igualdad, escrita en forma simbólica, que los alumnos deben
interpretar.
Pero existe, además, una dificultad a~adída en
este ejerciciol ya hemos dicho que en la expresión “q < 4”
hay que interpretar la letra “q” como un <conjunto posible
de valores> y esta interpretación es tardía entre las inter-
pretaciones espontáneas de las letras. Tanto histórica como
escolarmente, las primeras interpretaciones que se hacen de
las letras, ven a éstas como representantes de un valor
único, que puede ser un número o un segmento, al que
substituyen momentáneamente, porque se trata de un valor
desconocí do.
Para el estudiante, lo que es difícil de asimi-
lar es que una letra pueda representar más de un valor para
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u,, mismo ejercicio.
Esta dificultad es la que marca la diferencia
entre este ejercicio n9 6 y el ejercicio n9 E del cuestiona-
rio <variable n2 11 del análisis estadístico): ¿Qué puedes
decir de “nl” si t = 4m + 3 y t = 23?
En este ejercicio n9 E, que se presenta con una
estructura análoga al n9 6, la única diferencia de plantea-
miento es la igualdad “t — 23” en lugar de la desigualdad
“q < 4”.
Esta diferencia supone el valor úNICO ‘23” para
la “t”, y TODOS los valores menores que ‘4’ para ia “q”. La
aceptación natural, para la letra “t” del valor único “23”,
hace que su empleo resulte inmediato y fácil en la igualdad
e 4m + 3”, mientras que La dificultad de comprensión de
la expresión “q 4” arrastra diversos errores para el
ejercicio n2 6.
La gran diferencia de dificultad, entre ambos
ejercicios, queda reflejada en el porcentaje de aciertos
recogido en el análisis general global:
Pregunta nQ 6 Pregunta nQ E
(Variable nQ 9) (Variable nfl Ii)
Porcentaje de
alumnos que
responden 10.2 % 62.9 %
correctamente
(Aciertos)
— La otra pregunta que tiene este mismo bajo
nivel de aciertos (10.2%), es la pregunta n9 15 <variable nQ
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l8~.””Sá sabemos que un dólar equivale a 100 pts. y llamamos
“d” al número de dólares y “p” al número de pesetas. Escribe
una ecuación que relacione ‘d” con “p.”
Ha sido una sorpresa encontrar, en esta
pregunta, este bajo nivel de aciertos. Rabia sido preparada
para observar el comportamiento de la letra COMO OBJETO.
Esperábamos que este comportamiento, por considerarlo un
“comportamiento espontáneo”, se daría entre los alumnos de
72 y 82 de Ense~anza 3eneral Básica y que, prácticamente,
babria desaparecido entre los alumnos de primer curso tanto
de Bachillerato como de Reforma.
Estamos estudiando los resultados globales, es
decir de todos los alumnos, y no era esperable que esta
pregunta resultara tan mal respondida como para quedar la
última en el estudio de respuestas.
— La siguiente pregunta con más baja respuesta
ha sido la pregunta nfl jq <cuya variable estadística corres-
pondiente es la nQ 22> que tiene un 17.9 7. de porcentaje de
aciertos.
Se trata de la expresión de una ecuación:
<x 4- 2)~ — nl = li~
a la que se imprime una variación:
<3x + 2) — (Zxfl = 116
y, conociendo que la solución de la primera ecuación es
me pide la solución de la segunda.
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La respuesta Implica la noción de solución de
una ecuación y la idea de que una solución, substituida en
la ecuación, la convierte en una identidad.
Al saber que los primeros miembros de las
expresiones deben ser iguales a 116 y reconocer que la
estructura de la expresión no ha cambiado, el alumno
descubre que la variación de “x” a “3x” es la clave para
encontrar la solución de la segunda ecuación. Sin embargo,
Se ve que son pocos los alumnos que han optado por esta
forma de resolución, basada en la Semejanza de las
estructuras algebraicas.
Una mayoría de alumnos intenta “resolver” la
ecuación cúbica, siguiendo los métodos aprendidos, realizan-
do los desarrollos del cubo y el cuadrado, pero no lo con-
siguen pues no se producen simplificaciones, ni hay una
fórmula que puedan aplicar. Algunos llegan a resultados
erróneos como consecuencia de simplificaciones incorrectas.
— La cuarta pregunta entre las peor respondidas
es la mP 18 <cuya variable estadística correspondiente es la
n9 21).
Se trata aquí también de una expresión con
letras, de una Igualdad, la expresión es: “b = 3c + 1” y hay
que responder como variará “b” al aumentar “c” en 2
unidades. Es decir, como variará la expresión “3c + 1” al
alterar uno de sus términos.
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Esta pregunta exige del alumno una aplicación de
la propiedad distributiva, bien sea mental o escrita
explícitamente: Al variar “c” en dos unidades se convierte
en “c+2”. U. este modo la expresión se convierte en
3<c + 2) + i
aplicando la propiedad distributiva tenemos’
3C + 6 + 1
que evidencia que el cambio producido en la expresión es el
aumento (+6) en seis unidades.
La falta de dominio de la propiedad distributiva
puede acarrear errores en esta pregunta.
IV.i.3.2. Aciertos.
Las tres preguntas con mayor nivel de aciertos
han sidot
Pregunta 24 Pregunta 5! Pregunta 134
(Variable n94) <Variable n97) (Variable nflló)
Porcentaje de
alumnos que 67.9 7. 78.1 7. 72.4 7.
responden
correctamente
La pregunta mejor respondida de la tres es la n9
5 en sus apartados a) y b), que se han recogido juntos. En
las entrevistas individuales se ha preguntado a los alumnos
cuál había sido el proceso seguido para calcular las res-
puestas.
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Entre la muestra que se había entrevistado se
encontraron 97 alumnos que habían respondido a estos apar-
tados de la pregunta y. de ellos, 63 habían realizado los
cálculos mentalmente. El resto, 34 alumnos, habían buscado
la respuesta al apartado b> escribiendo algún tipo de
cálculo. Es decir, en una buena mayoría, concretamente en Cl
65 7. de los casos, la respuesta - había sido encontrada
mental mente.
Conviene retener esta circunstancia, pues
también los ejercicios nQ 13 y n9 2 son de los que la
respuesta se ha buscado mentalmente.
Este carácter de las preguntas: “cálculo
mental”, no ha sido considerado en el estudio a priori del
cuestionario; ha surgido como carácter a posteriori, revelado
por el análisis estadístico de Acierto y Fracaso.
Para poder asegurar que este carácter es
interesante desde el punto de vista del análisis que se
realiza del cuestionario, tendremos que incluirlo en la
matriz a priori y realizar los análisis del tipo ACP
<Análisis en Componentes Principales) y AFC <Análisis
Factorial de Correspondencias) de la nueva matriz.
Por otra parte, se trata de tres preguntas de
respuesta numérica <carácter NIJM), como se puede ver en la
Matriz a Priori, lo cual parece confirmar, una vez más, que
las preguntas de carácter numérico se responden correcta-
mente con más facilidad que las preguntas de carácter
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simbólico.
Nos llama, sin embargo, la atención que algunas
preguntas con este carácter, como la nq 15 o la n2 19,
figuran entre las peor respondidas por los alumnos.
Decidimos controlar todas las preguntas que
tienen ese carácter y a~adimos en la tabla de Aciertos el
carácter NUN a las preguntas que lo poseen:
NQde NQdC Carácter
Pregunta Variable
estadística
¡ 5!A,B 7 NUtI
134 16 NUM
24 4 NUM
224 24
84 11 NUtI
14! 17 NUN
17! 20
5!C 8
16! 19
254 27
26! 28
9! 12
23! 25 NUN/S
24! 26 NUN/S
124 15 NUM/S
7! 10
-10! 13 NUM
5
21! 23 NUMJS
11! 14
44 6
12! 21
194 22 NUM
15! 18 NUN/S
6! 9
TABLA DE ACIERTOS CON CARáCTER “NUM”
4c i er tos
78. 1
72. 4
67.9
66. E
62.8
62.2
56. 1
55. 1
52
51.5
51
46.4
41.6
38.2
35.7
35.2
32. 1
30.1
29.6
26. 1
27.6
19.9
17.9
10.2
10.2
Observamos que entre las seis pr~jntas tbej or
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contestadas se encuentran cinco de carácter nu~rico, 10 que
parece favorecer nuestra hipótesis de que las preguntas de
carácter numérico <NUMI se responden mejor que las preguntas
de carácter simbólico o de respuesta literal <8>.
Pero no todas las preguntas de carácter numérico
figuran entre las mejor respondidas, como ya se anticipó
existe un grupo de tres preguntas <la n4 23, la n2 24 y la
nQ 12> que figuran con un porcentaje de respuestas inferior
al 50 ~i; la pregunta nQ 10 y la nQ 21, con porcentajes de
aciertos alrededor del 30 7., y todav,a aparecen la pregunta
nS 19 y la n2 15. con porcentajes de aciertos del 17.9 7. y
1O.~ 7. respectivamente, que son los más bajos de la tabla.
Tratando de hallar una explicación a estos
hechos, observamos con atención la Matriz a Priori y vemos
que el carácter numérico de algunas de estas preguntas no es
exclusivo, por tener varios apartados dentro de ellas. Ami,
algunos de los apartados son de carácter numérico (NUM) y
otros son de carácter simbólico (8), poseyendo las pre-
guntas, por tanto, ambos caracteres, Hemos se~alado este
hecho en la tabla de aciertos con la escritura NUN/S <Ñus!—
rito y Simbólicol al lado de las preguntas correspondientes.
Puesto que la respuesta acortada solamente
figurará así cuando se hayan respondido bien todos los
apartados, 105 dc tipo simbólico, o de respuesta literal,
harán que las preguntas no sean correctamente contestados en
su totalidad,
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Estas preguntas son’
La nQ 23, la nQ 24, la n9 12, la nQ 21 y la nQ 15.(*>
Tienen carácter simbólico en los apartados:
23 b,c • 24 b,c • 12c , 21a y iSa.
La dificultad de las respuestas de tipo literal
puede explicar el bajo resultado en estas preguntas, pero
todavía restan. sin explicación, las preguntas nR 10 y nR
19.
Como estamos estudiando las dificultades
producidas por la aparición de las letras, vamos a ver cómo
quedan clasificadas, en la tabla de aciertos, las preguntas
que han sido planteadas con enunciados con letras <carácter
“LI”). Volvemos a la Matriz a Priori y recogemos este carác-
ter, anotándolo en las preguntas que lo tienen, obteniendo
la tabla que aparece en la página siguiente.
Vemos, en ella, que hay una mayoría de preguntas
con carácter “LI” que se encuentran entre las peor respondi-
das, concentrándose en la parte inferior de la escala que
hemos confeccionado. Entre éstas se encuentran la nR 10 y la
nR 19 que eran las preguntas para cuyos bajos resultados no
teníamos explicación.
<2> Nota: Se debe observar que, aunque en la “matriz a
priori” aparece también la pregunta nR 5 con dos partes, una
numérica <apartados a y b) y otra simbólica <apartado c),
esta pregunta se ha estudiado en el análisis estadístico
empleando dos variables diferentes: La variable nR 7
<pregunta 5! a,b) de carácter numérico y la variable nR 6
(54 c> de carácter simbólico.
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Sin embargo, el análisis a través del carácter
‘LI”, crea tres nuevas excepciones~ las preguntas 8!, 17! y
22! que, a pesar de su carácter “LI”, se encuentran bien
respondidas por más de un 50 ‘Z de los alumnos.
Vamos a estudiarlas detenidamente.
Pregunta nP 8.
Esta pregunta tiene un nivel de aciertos del
62.8 7.. que es superior a lo que parece esperable en un
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enunciado de tipo literal <LI), según hemos visto más
arriba. Una explicación puede ser que la respuesta que se
pide es numérica <NUN). lo cual hemos visto que favorece los
aciertos; pero además observamos otra característica:
Las dos expresiones que figuran en el enunciado
piden una comprensión de las letras que es de VALOR úNICO.
El alumno tiene una igualdad que le dice directamente que
‘t” es igual a “23”. Esta expresión .‘t = 23” empuja de forma
ESPONTáNEA a la substitución de “t” por el valor “23”, para,
así, hacer desaparecer una de las letras y convertir a la
otra en una incógnita habitual y sencilla de despejan “23
4m + 3”,
Así, aunque se trata de dos expresiones con
letras, se pide al alumno un uso de éstas que es el que
consideramos espontáneamente el primero y. por tanto, el más
sencillo.
Pregunta ~2 17.
Esta pregunta tiene un nivel de aciertos del
56.1 7..
Hemos repasado los “Elementos para elaborar la
matriz de datos” y vemos que hemos considerado como válida
la respuesta que dice “que ‘p’ aumenta en 3 unidades”, pero
también la respuesta que dice “que ‘p’aumenta” porque nos
interesaba saber si ‘p” era considerada como VARIABLE direc—
tamente dependiente de ‘q y ambas respuestas lo indicaban.
Esto ha aumentado el número de respuestas “correctas” y
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puede ser el sotivo de su exagerado resultado.
Pregunta n9 22.
La pregunta nP 22 ha sido respondida acertada-
mente por un 66.6 7. de los alumnos, Es la cuarta mejor
respondida a pesar de su carácter <“LI”> en el enunciado.
El comentario que nos merece esta circunstancia
es que, en este ejercicio, influye el tipo de usnciado más
familiar al alumno, pues comparándolo con el ejercicio nP 7
que es semejante en el enunciado aunque menos familiar al
alumno, vemos que el nivel de respuestas en aquél es sola-
mente del 35.2 7..
Los ejercicios nP 7 y nQ 22 han sido precisamen-
te preparados para notar la existencia de esta diferencia.
IU.i.4. SOBRS EL USO DE LAS LETRAS.
Preguntas 2! y 3! variables estadísticas n9 4 y
nP 5).
En estas preguntas se pueden comparar los
resultados obtenidos en la realización de tareas semejantes
con números y con letras.
La página nP 4 del análisis contiene la variable
nP 4, que corresponde a la pregunta 2!, en la que se pide la
tarea numérica.~ “Suma 2 a 15” y “Multiplica 3 por 7”. Se ve
que el número de respuestas acertadas supone un 67.9 7..
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En la página nP 5 tenemos la variable nP 5, que
corresponde a la pregunta 3! y que pide la misma tarea, pero
para las expresiones literales: “‘44-6 y 3x” y “x+4 y Sx’. En
este caso el número de respuestas acertadas es solamente de
un 30.1 7..
La tarea a realizar es exactamente la misma y,
tal como está presentado el ejercicio, no cabe la posibili-
dad de que el alumno interprete equivocadamente el enunciado
en el segundo caso, pues éste está expresado una sola vez
para ambas tareas. Las diferencias se deben, exclusivamente,
a la introducción de las letras en el ejercicio. El alumno
demuestra, en la primera parte del ejercicio, que sabe lo
que se le pide y, en la segunda parte, sin embargo, no sabe
como realizar esa tarea con letras.
Vemos que el porcentaje de aciertos se ha
reducido a menos de la mitad del anterior.
IU.l.5. DISTINTOS TIPOS DE EMJNCIADO.
En la variable nR 37 se estudian los aciertos a
las preguntas del cuestionario que están enunciadas en
lenguaje materno (LEN).
En la variable nP 38 se estudia lo mismo para
las preguntas enunciadas en el que llamamos lenguaje literal
<LI), es decir, que incluye expresiones con letras.
En la variable nP 39 se estudian los aciertos a
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las preguntas enunciadas en lenguaje gráfico <6), o Sea
aquellos en los que figura algún dibujo.
Los porcentajes de alumnos que responden a la
mitad o menos de las preguntas en cada caso son:
LEN — Variable 37 LI — Variable 39 8 — Variable 39
54.6 7. 68.4 7. 65.8 7.
como se puede ver en las páginas 37, 38 y 39 del estudio
estadístico BMDP—2D,
De estos resultados, y por simples diferencias
hasta 100, se deduce que los oorcentaies de alumnos que
contestan a más de la mitad de las preguntas en cada uno de
esos tipos 50n
LEN — Variable 37 LI — Variable 38 6 — Variable 39
45.4 7. 31.6 “1. 34.2 7.
Se observa que son mejor respa~didas las
preguntas con lemguaje materno <LEN), después las preguntas
con lenguaje gráfico (6) y por último las preguntas en
lenguaje literal <LI).
Este resultado confirma las observaciones espon-
táneas y las hipótesis. hechas por los profesores, en el
sentido de que, los enunciados literales <con expresiones
con lCtrast x+6. Sp+iút,... o con expresiones simbólicas
como igualdades o desigualdades), aportan una dificultad
superior a la de los enunciados en lenguaje materno.
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Sin embargo, la diferencia no es muy grande y
esto puede ser imputable a que entre las siete preguntas que
tienen el carácter de enunciado <LEN>, hay cuatro que tienen
también el carácter simbólico de respuesta <8> y ésto, como
veremos al estudiar las variables nQ 40 y nP 41 supone una
dificultad aadida.
Las preguntas de enunciado gráfico <6> suponen
un valor intermedio de dificultad, más próximo al de los
enunciados dc tipo literal (LI) que al de los enunciados de
tipo materno (LENI, es decir, porcentaje de aciertos bastan-
te bajo. Esto puede ser explicado porque los enunciados de
tipo gráfico estimulan alguna forma de error como es el caso
del cometido con laletra valorada <VAL), Esto se comprueba
al estudiar las variables nP 42 y nP 43, un poco más
adelante, en el apartado nP 7.
También más adelante, en el apartado II, se
hacen análisis comparativos por cursos para poder opinar
sobre la atención didáctica prestada a esta dificultad
percibida por los profesores.
¡‘4.1.6. EJERCICIOS DE RESPUESTA NUMÉRICA Y DE RESPUES-
TA SIMBóLICA.
xv.i.á.i. Para cualquier enunciado.
En primer lugar, se hace un estudio de todas las
preguntas con respuestas de carácter numérico “NUM’ y de
todas las de carácter simbólico “S’.
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En la variable nP 40 se estudian los aciertos
obtenidos en los doce apartados que tienen respuesta numéri-
ca en el cuestionario, y se encuentra que el 43.9 7. de los
alumnos (porcentaje acumulado en el 6) responde entre 1 y 6
de los doce apartados. De ésto se deduce que el 5A.I K de
los alu.,nos responden a 7 o más apartados, es decir a más de
la mitad de las cuestiones planteadas.
En la variable nP 41 se estudian las cuestiones
de tipo simbólico. Respecto a éstas, se encuentra que, el
65.8 “1. de los alumnos responden entre 1 y 6 de los apartados
totales, y de ello se deduce que solaaente el 34.2 X de los
alumnos responden a 7 o más de estos apartados,
Recogidos los resultados mediante una tabla
quedan como sigue:
Variable nP 40 Variable nP 41
Carácter NLIM Carácter 8
NR de alumnos <7.>
que responden 56.1 7. 34.27.
correctamente
a 7 preguntas o más
Se aprecia una diferencia notable entre los
porcentajes a favor de las cuestiones de respuesta nusérica.
Este resultado evidencia, cuantitativamente, una de las
dificultades más importantes del aprendizaje del álgebra:
la del uso de las letras en la escritura simbólica. Esta
dificultad ya ha sido subrayada de un modo cualitativo por
los profesores que impartimos esta materia,
Posteriormente, en el punto IV.2.4. profundí—
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zaresos por cursos en esta cuestión de comparación de res-
puestas numéricas y simbólicas.
YV.l.6.2. Separando los tipos de enunciado.
Vamos a estudiar, pormenori:adamente, estas
diferencias en relación con el tipo de enunciado empleado.
Tomaremos, por parejas, las variables nP 52, nP
53, nP 54, nP 55, nP 56 y nP 57 para comparar los resultados
obtenidos en preguntas en “lengua materna (LEN)”, en “lengua
literal <LI)’ y en ‘lengua gráfica <6)”.
La variable nP 52 estudia las preguntas de
caracteres “LEN—NLJM”. esto es’ las preguntas cuyas respues-
tas se han contabilizado en ella son cuestiones con entsncia—
do en “lengua materna”, y con respuesta pedida de uno o
varios números. Se trata de las preguntas números 2, 124,
13. 14. 158 y 21B ‘‘, como se puede ver en la MATRIZ A
PRIORI — 1 (Anexo IV) o en las hojas preparatorias del
análisis BNDP (Anexo VI
La variable nP 53 tiene el carácter “LEN—S”;
esto es, se ha confeccionado con los aciertos obtenidos en
las preguntas con enunciado en “lengua materna”, y con
“respuesta de tipo simbólicO”! son las preguntas números
12C, 154, 16 y 214 del cuestionario.
<5) La pregunta nP 20 no figura entre ellas por haber sido
eliminada de este estudio, como hemos explicado al principio
de este capitulo.
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Comparando estas dos variables en las
correspondientes del análisis BMDP—2D encontramos
número de alumnos que ha respondido a la sitad o menos
las preguntas es, en cada caso,
Porcentaje
de alumnos
que fracasan
Variable nP 52
LEN—NUr’I
39.3 7.
Variable nP 53
LEN-S
86.7 ‘I~
Restando
taje de alumnos que
preguntas planteadas
estas cifras a 100 obtenemos el porcen—
ha respondido a más de la sitad de las
y que resulta en cada caso:
Porcentaje
de alumnos
que aciertan
Variable nP 52
LEN—NLJPI
60/7
Variable n
0 53
LEN—S
13/3 7.
Se puede comprobar que, en “lengua materna”, las
preguntas con “respuesta numérica” tienen un índice de
aciertos mucho mayor que aquellas que piden “respuesta
simbólica”, es decir, con letras.
Esto coincide con lo encontrado en el punto
anterior. y con lo que habíamos anticipado, intuitivamente,
siguiendo nuestra experiencia en el aula.
Se comprueba que este resul tado no es tan claro
en otro tipo de lenguas. Veamos las variables nP 54 y nP 55’
Estas variables corresponden a preguntas en
“lengua literal”. Pecordemos que hemos llamado “lengua
literal” a la lengua en la que se emplean expresiones simbó—
páginas
que el
de
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licas con letras, como “p+q3
7” o “t4m4-3”, que el alumno
deberá interpretar y manejar para responder.
La variable nP 54 está compuesta con los
resultados a las preguntas nP 5, 2, íD y 19 del cuestiona-
rio, que son preguntas con el carácter LI—NUN. Esto es,
enunciado en “lengua literal” y respuesta pedida en “forma
numérica”. y la variable nP 55 ha sido elaborada con las
respuestas a las preguntas números 3, 50, 6, 7, 9, y 11 del
cuestionario, que tienen el carácter LI—9. Es decir,
enunciado en “lengua literal”, también, pero respuestas de
“tipo simbólico”, es decir, aquellas en las que intervienen
letras, también.
El número de alumnos que ha respondido a la
mitad o menos de las preguntas no difiere tanto en estos dom
casos)
Variable nP 54 Variable nP 55
LI—NUM LI—S
Porcentaje
de alumnos
que responden 67.9 7. 79.6 7.
la mitad o menos
Hay un 12 7. de diferencia aproximadamente pero,
en ambos casos, es un índice de fracaso muy alto.
Reducido a porcentaje de aciertos resulta:
Variable nP 54 Variable nP 55
LI—NUM LI-S
Porcentaje
de alumnos
que responden 32.1 7.
a más de la mitad
20.4 •/~
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Que nos muestra un porcentaje de aciertos muy
bajo en ambos casos, imputable al enunciado de tipo literal,
como hemos visto al estudiar los distintos tipos da enuncia-
do en el punto anterior. De todas maneras, se sigue apre-
ciando que el número menor de respuestas se tiene en las
preguntas de respuesta literal CE).
Vamos a ver, por último, lo que se aprecia con
la tercera pareja de variables.
Las variables nP 56 y nP 57 son equivalentes a
las anteriores, pero ahora están formadas por preguntas en
“lengua gráfica”. Con este carácter queremos indicar que en
el enunciado se dan figuras con letras, y tenemos los dos
tipos de respuestas pedidas: numéricas y simbólicas. Las
primeras corresponden a las preguntas nP 23a y nP 24a y las
segundas a las preguntas nP 23b y c, 24b y c, 25 y 26.
Recogiendo de las páginas nP 56 y 2 5? los datos
correspondientes se encuentra:
Variable n2 SS Variable np si
G—NUM
Porcentaje de
alumnos que - 62.8 7. 65.8 7’
responden a
la mitad o menos
Que, reducido a indice de aciertos, corraspondel
Variable nP 56 Variable nP 57
G—NUM E—E
Porcentaje de
alumnos que 37.2 7. 34.2 7.
responden a
más de la sitad
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Por tanto el porcentaje de aciertos es bastante
bajo — ligeramente superior a los resultados en “lengua
literal”— y, sorprendentemente, no hay apenas diferencia
entre las preguntas con “respuesta numérica” (NUI’1> y las
preguntas con “respuesta simbólica” (Sí.
Esta ausencia de diferencia hace pensar que, en
lengua gráfica, el alumno acepta las letras como respuesta,
con bastante naturalidad. Quizá esto sea debido a que, en
EGL desde el primer momento en que aparecen, las figuras
van acompa~adas de letras que permiten nombrar a los segmen-
tos, puntos o figuras correspondientes.
un poco más adelante insistiremos con la inves-
tigación de los tipos de error con “enunciado gráfico”, como
profundización de este último resultado.
IV. 1.7. TIrLIENCIA DEL TIPO DE ENLR4CIADU SI LA COMI-
SIÓN DEL ERROR “~JALt
IV.l.7.l. Enunciados de tipo “8” y de tipo “No—O’.
Comenzamos comparando los “enunciados de tipo
gráfico, (E)” con los otros dos tipos de enunciados que
llamamos, en conjunto, “enunciados de tipo no—gráfico,
<No-El”,
En la variable nP 42 se calcula el número de
errores, de este tipo, coa,etidos en las preguntas de
enunciado con lengua gráfica <VAL y O), y en la variable nP
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43 los cometidos en las preguntas que tienen los enunciados
con otros tipos de lenguas: materna o literal EVAL y (LEN o
LI)).
Haciendo un cálculo semejante al de las compara-
ciones anteriores obtenemos:
Variable nP 42 Variable nfl 43
VAL y O VAL y (LEN o LI>
Porcentaje de
alumnos que
valoran” en 10.7 7. 3.6 7.
cás de la mitad
de los ejercicios
posibles
Se observa mayor porcentaje de “valoración” en
cuestiones con enunciado de tipo gráfico.
Nuestra interpretación de este hecho es que la
visualización de un segmento favorece la comparación con
otros segmentos de la figura, y estimula la asignación
espontánea de un valor numérico —la mayor parte de las veces
calculado por aproximación— a la letra, cuyo valor se
desconoce.
IV.l.7.2. Enunciados de tipo “LEN” y de tipo “LI”.
Vamos a comparar ahora este mismo error diferen-
ciando entre “enunciados en lengua materna <LEN)” y
“enunciados en lengua literal (LI) ‘¼
En la variable nP 48 se estudia el número de
alumnos que han cometido error de tipo “VAL” en la pregunta
nP 16, que tiene el carácter de lengua materna (LENI. El
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análisis estadístico descriptivo nos da un porcentaje de
alumnos del 7.7 X.
En la variable nP 49 se contabilizan los alumnos
que han cometido ese tipo de error en las preguntas del
cuestionario n 3, SC, 6, 7, 9, 10, 11 y 12, que son las
tienen los caracteres <VAL y LI).
Los alumnos que NO han cometido el error, es
decir, los que han cometido “0 errores”, son el 39.2 7. del
total. Esta cifra, restada de 100, nos da W.2 X que han
cometido AL MENOS UNA VEZ el error.
Por tanto, se observa que este tipo de error de
“letra valorada (VAL)” se comete con mucha mayor frecuencia
en los ejercicios de enunciado LITERAL o simbólico que en
los ejercicios de enunciado en lengua MATERNA..
IY.l.B. INFLUENCIA DEL TIPO DE EtIJNCIAIIJI) EN LA OIMI—
SIÓN DEL ERROR “Nt
El error “N” es la letra “no tenida en cuenta”,
pero escrita a un lado de los números, como si se tratara de
una letra ‘de acompaamierito”,
En la variable nP 44 se encuentran estudiadas
las preguntas nP 23, nP 24 y nP 25 desde el punto de vista
de los caracteres “N — 6”.
En la variable nP 45 se encuentran recogidos los
resultados obtenidos en la comisión de este error en las
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preguntas n2 3, n2 SC, nP 9 y ni 22, de caracteres tN y (LI
o LEN)). De las páginas 44 y 45 correspondientes hemos
extraido la siguiente tabla resumen:
Variable nP 44 variable nP 45
N y E N y <LEN o LI>
7. de alumnos que NO
cometen el error “N” 61.2 7. 64.6 7.
<cometen en “0” casos)
X de alumnos que
cometen el error “N” 10,2 7. 25.5 7.
en UN sólo caso
Z de alumnos que
cometen el error “N” 26.6 7. 9,7 7.
en 2 o 3 casos
El porcentaje de alumnos que NO cometen el error
es semejante, en enunciado gráfico <61.27.> y en enunciados
maternos o literales (64.6%), pero, en cuanto pasamos a la
comisión del error en 2 o 3 casos, tenemos aayor porcentaje
(26.67.> en enunciado “E” que en enunciados “LEN” o “LI”
<9.7%).
Interpretamos esto diciendo que, en un enunciado
“E”. cuando se comete el error UNA VEZ, existe una propen-
sión a cometerlo 2 o 3 veces, como si el alumno estuviera
muy seguro de que la respuesta es correcta. Podemos decir
que es un error sistemático en este tipo de enunciado.
Esto no sucede con los enunciados “LEN” o “LI”.
Tampoco en este último caso hay alumnos que lleguen a
cometer 4 errores. Parece que aquí se cometen de manera más
accidental y aleatoria y, por tanto, no llega a repetirme dé
modo sistemático. La tabla resumen siguiente, de la variable
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nP 45. nos muestra que hay un número importante
alumnos que cometen el error “N” una sola vezi
hay muy pocos <9.77.3 que lo cometan 2 o 3 veces
llega a cometerlo 4 veces.
NP de errores “N” cometidos
NP de alumnos en porcentaje
que los coeten
20 1
64.8 25.5 9.2 0.5 o
DON1—IV.i.9. INFLUENCIA DEL TIPO DE ENLNCIADO EN LA
SIóN DEL ERROR D’”.
El error “D” consiste en que el alumno HACE
DESAPARECER las letras, no escribiéndolas, como si estuvie-
ran carentes de toda representatividad o valor.
Por ejemplo, en el apartado tercero del ejerci—
cio nP 23,
¿
Para calcular el área de este rectángulo, el
alumno toma los números “6’ y “2” y calcula solamente con
ellos. El resultado es simplemente “12”. La “c” “ha
desaparecido”.
IV.1,9.l. Enunciados de tipo “G” y “No—8”.
Estudiamos primero las diferencias en la comi-
sión de este error entre los enunciados de tipo gráfico
<63” y los enunciados en otros tipos de lenguaje, que de
<25.57.) de
pero luego
y NINGUNO
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modo general llamaremos “no gráficos <No—E)”.
En la variable n~ 46 se~ estudia este error en
las preguntas con enunciado gráfico CG>. Henos tomado para
ello las preguntas nP 23, nP 24 y nP 25 del cuestionario.
En la variable nP 47 se estudian las preguntas
nP 3, nP 16 y nP 22 que son de carácter no—gráfico, o sea de
carácter “LEN” o “LI”.
De las páginas nP 46 y nP 47, correspondientes,
obtenemos el siguiente extracto que nos dice el número de
preguntas en que los alumnos han cometido ese error.
NP de preguntas con letra “desaparecidt
0 1 2 3
NP Alumnos
en 7. acumuladO
para preguntas
de carácter “6”
(variable nP 46)
88,3 97.4 99.5 100
NP Alumnos
en 7. acumulado
para preguntas de
carácter “No—E”
(Variable nP 47)
74 94.9 lOO
Restando de 100 los porcentajes correspondientes
a los alumnos que han hecho desaparecer las letras en “0”
preguntas encontramos el número de alumnos que “han hecho
desaparecer” las letras AL MENOS UNA VEV
4W?
Carácter ‘G Carácter ‘NO-G”
(Variable n2 46> <Variable nP 47>
NP Alumnos
en porcentaje 11.7 7. 26 7.
Se puede observar que hay mayor tendencia <26%)
a “hacer desaparecer” las letras en los ejercicios con
enunciados no—grMicos, es decir, enunciados literales” o
“meternos, que en los enunciados gráficos (11.7%).
Una interpretación de este hecho puede ser que
las figuras dan! con su imagen. una cierta realidad a las
letras y, asi. el alumno percibe una existencia de éstas que
impide que ja. haga desaparecer en les respuestas.
Se dan contestaciones equivocadas por errores en
el cálculo y otros tipos de faltas tomo la de “valorarlas,
según hemos visto más arriba al estudiar la influencia del
tipo de enunciado en el error “VAL’; pero el alumno no
comete con tanta frecuencia el error de hacerles desaparecer
probablemente porque las letras ESTáN AH~, y “se ven en los
segmentos que representan. Por tanto, e~zisten para el alumno
y éste las tiene en cuenta.
lV.1.9.2. Enunciados de tipo “LEN’ y LI”.
ComparaflioS ahora las diferencias producidas por
los enunciados de tipo ‘materno (LEN)” y literal <LI>’, en
la comisión del error de “letra desaparecida COY’.
Esto se hace estudiando las variab)es np SC> y nP
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51. En la variable n2 ~O se estudia el número de alumnos que
lo han cometido en la pregunta nQ lA, que tiene los Carac-
teres <O y LEN) y encontramos que el error ha sido cometido
por el ¡7.3 7. de los alumnos, de modo que hay un 82.7 7. de
los alumnos que NO lo han cometido. En la variable nP 51 se
describe el número de alumnos que han ‘hecho desaparecer la
letra” en las preguntas n~ 3 y n2 22, que tienen los Carac-
teres <O y LI). La cifra, en este caso, es 13.3 Z, con lo
que se obtiene que un 86.7 % NO han cometido el error.
Se aprecia pues una diferencia muy ligera entro
ambos resultados. Aún as~ Conviene tener en cuenta que esa
diferencia apunta a que la comisión del error de letra
desaparecida” está favorecida por el enunciado de tipo
“materno (LEN)”.
La explicación posible a este hecho es que
dentro de una frase en lenguaje materno, el alumno encuentra
las letras, no sólo sin significación clara, sino incluso
sin sentido. Para él es coso algo inútil y que, por tanto,
puede dejarse de escribir.
Es la situación en la que la letra no aporta
para el alumno significado alguno. No se trata ni siquiera
de un objeto matemático extra~o que representa a un número o
a un segmento. Se convierte en un a~adldo inútil al que
conviene perder de vista lo antes posible. El alumno, en ese
caso, se lámita a calcular con los números que tiene a su
alcance y “hace desaparecer” las letras en sus respuestas.
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IV.!. 10. ZtFLLE?eCIA DEL EMPEZADO MAS O PE?CS Fpn¡L lAR
AL ALIJqNO.
Este estudio se ha hecho comparando dos pre-
guntas semejantes del cuestionario. la nP 7 que es la menos
familiar y la nP 22 de enunciado más familiar.
El término ‘familiar está aquí empleado con un
sentido social. Me refiero a la familiaridad que resulta de
un entorno social conocido.
Los objetos a los que alude el enunciado del
ejercicio nP 7 <pepinos y tomates) no son desconocidos
socialmente hablando pero el alumno no ha mantenido con
ellos una relación habitual de compra—venta y menos aún por
unidades. Sin embargo en el ejercicio nP 22 los objetos son
dulces (bombones y caramelos) que los chicos de esta edad
compran por unidades habitualmente en las tiendas.
Vamos a hacer la comparación de estas dos pre-
guntas a través de varias variables estadísticas para anali-
zarías desde dos puntos de vista diferentes.
Primero. Oesde el punto de vista del número de
aciertos, es decir del número de alumnos que han respondido
acertadamente.
Segundo. Desde el punto de vista del comporta—
miento seguido por el alumno.
Del análisis estadístico he tomado las variables
nP 10 y nP 24 que me dan el nivel de aciertos y fracasos
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para cada pregunta y las variables nP 63 y nP 74 que se dan
los distintos comportamientos seguidos por los alumnos.
IV.I.i0.l. Aciertos y fracasos.
Comparando los aciertos obtenidos en cada pre-
gunta, a través de las variables números 10 y 24, obtengo:
Variable nP 10 Variable nP 24
Pregunta nP 7 Pregunta nP 22
NP Alumnos que
aciertan 69 131
NP A
1»— — 0352 0.666
N
Siendo 1 el indice de aciertos obtenido, que se
calcula dividiendo el número de aciertos por el número total
de individuos, N=196.
ato nos muestra que el Indice de aciertos
aumenta de 4w-ma clara cuando el enunciado es sas familiar
al aturo, hasta casi duplicar-se.
¡V.i.10.2. Letra ‘valorada”.
Comparando, por otra parte, las variables nP 63 y
nP 74, podemos estudiar el comportamiento de “letra valo-
rada” <VAL), identificado a través del valor “2” en la
variable corrsspondiente. Las cifras nos dan el número de
alumnos que han respondido con el comportamiento err6neo de
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“letra valorada” en cada una de las preguntas.
Variable nP 63 Variable nP 74
Pregunta nP 7 Pregunta nP 22
N2 de alumnos que
cometen el error VAL 55 4
“Z cDrrespondiente 22.1 ‘/ 2 ‘Z
Esto nos indica que se comete el error en un 28t
de los casos para la pregunta 74 y que este porcentaje se
reduce al fl cuando el enunciado es más familiar al alumno
en la pregunta 224.
Mi análisis de este hecho es que existen conoci-
mientos, exógenos a los estrictamente matemáticos, qUe se
derivan del enunciado y que favorecen o dificultan la re-
solución del ejercicio.
Cuando estos conocimientos crean dificultades,
como es el caso de un enunciado poco familiar al alumno,
éste comete errores en su intento de resolver la, para él
difícil, cuestión planteada.
IQ.l.l0.3. Letra como objeto.
Desde el punto de vista del comportamiento nos
interesa también estudiar aquellos alumnos que han seguido
el de usar de la letra Como inicial de un objeto, es el
comportamiento que hemos llamado “la letra como objeto’.
Podemos estudiarlo, a través de las variables
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estadísticas nP 63 y nP 74, en las que lo hemos identificado
con la referencia “6”. Tenemos:
Variable nP 63 Variable nP 74
Pregunta nP 7 Pregunta nP 22
NP de alumnos que
cometen el error “0” 60 33
7. correspondiente 30.6% 16.8%
Esto nos indica una reducción del error ‘O” de
casi a la mitad cuando el enunciado es más familiar al
alumno. Vemos, pues, Que también en este error tiene una
influencia manifiesta la “familiaridad” del tipo de enuncia-
do en que esté expresada la pregunta,
Hay que observar que este tipo de error, aunque
disminuye notoriamente, no lo hace de una forma tan drástica
como el estudiado anteriormente de “letra valorada”, ‘VAL’;
diremos que el error de “la letra como otjeto es un errr
más PERSISTENTE que el error “VAL” en cuanto a la “familia-
ridad” del enunciado se refiere.
IV. 1.11. ERRORES CON ENUNCIADO GRAFIO).
Otro estudio que nos interesa hacer es el de los
tipos de error que se cometen con más frecuencia con el
enunciado gráfico.
Para ésto se comparan las variables estadísticas
nP 42, nP 44 y nP 46. Se comienza por los errores “N” y “O”.
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IV.1.lI.1. Comparación de errores ‘N” y “U”.
Las preguntas nP 23, nP 24 y nP 25 tienen los
caracteres “It’, “U” y “G” segOn se puede observar en la
MATRIZ A PRIORI—2 (Anexo VII. Esto nos ha permitido preparar
las variables n2 44 y nP 46 para poder estudiar los errores
de “letra de acompa~amientO”, “N’ y de “letra desaparecida”,
“O”. en preguntas de “enunciado gráfico”, “6”.
Podemos resumir la información pertinente de las
varIables nP 44 y nP 46 en la tab]at
En ella vemos que el porcentaje de alumnos que
cometen el error “N” (‘letra de acompa~ami ento”) es
superior, en todos los casos, <columnas 1, 2 y 3) al
porcentaje de los que cometen el error “U” <‘letra desapare—
cida”) y, sobre todo, es manifiesta esta diferencia en el
caso de dos errores cometidos en que se pasa del 27,6% en el
error “N” al 2% en el caso del error “U”.
IV,1,ll.2. Comparación de errores “VAL, N y O”.
Se pueden a~adir a la tabla los datos de la
variable nP 42 en la que se recogen los resultados obtenidos
NP de errores cometidos 0 1 2 3
Variable nP 44. Error ‘N” 61.2% 10.2% 27.6’!. 1’!.
Variable nP 46. Error “0” 89.3% 9.2’!. 2 ‘t 0.5%
PORCENTAJES DE ALUMNOS
OLiE COMETEN EL ERROR
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del error “VAL” en enunciado grÁfico “6”. Las preguntas que
han sido tomadas aquí son las nfl 2t nQ 24, n0 “5 y n9 26.
Como son cuatro preguntas se da el caso de cierto número de
alumnos que han llegado a cometer cuatro errores.
Si tomamos los datos de la columna de “0 errores
cometidos” y los restamos de 100 obtendremos los porcentajes
de alumnos que han cometido “al menos un error
Var. n2 42 Var. n~ 44 Var. nfl 46
N—G D—G
Porcentaje de
alumnos que 40.3”!. 32,8’!. 10.7%
cometen al monos
un error
Vemos así que el error “VAL” es el que más se ha
producido en este tipo de lenguaje “6”. En el apartado
1.7.1. habíamos constatado que este error de “valoración”,
“VAL” se producía en mayor medida en los enunciados de tipo
“6” que en otros tipos de enunciado.
~‘12de errores cometidos 0 1 2 3 4
Variable nP 42. VAL—O 59.7’!. 19.47. 10.2% 7.77. 3.1%
Variable nP 44. N—E 61.2% 10.2% 27.6% 1 7.
Variable n~ 46. 0—6 69. 57. 9,2’!. 2 ‘1. 0.5%
PORCENTAJES DE ALUMNOS
DIJE COMETEN EL ERROR
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También se ve que el error cometido por menos
alumnos es el de “letra desaparecida” (D).
Ni interpretación de este hecho es que, en los
enunciados gráficos, el alumno identifica las letras con
segmentos y por tanto la letra ESTÁ A>-fí aunque no sepa qué
hacer con ella. De este modo, no la hace desaparecer y, por
tanto, no comete el error “D”.
Si le desconcierta mucho la “valoriza” <VAL), o
simplemente la escribe como “letra de acompa~amiento” <N)
pero en muy pocos casos (10.7’!.) la “hace desaparecer” CD) de
la escritura, porque la esta VIENDO gráficamente.
Esta resistencia a “hacer desaparecer” las
letras en preguntas de “enunciado gráfico” ha sido puesta de
manifiesto ya en el punto ¡.9.1.
IV.2. ANALISIS COMPARATIVOS.
Nos interesa hacer algunas comparaciones entre
los resultados obtenidos.
El paquete estadístico BMDP tiene la posibilidad
de hacer los ANAVA (Análisis de variante) o los anáiz Sic con
e
1 <chi—cuadrado) que nos permiten estudiar esas compara—
ci ones.
La primera de estas comparaciones esentre los
enunciados que hemos llamado de “lengua materna” y “lengua
literal”.
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IV. 2.1. CONTRASTE ENTRE ENUNCIADOS EN LENEJA MATErnA Y
EN LENGUA LITERAL.
Para efectuar esta comparación es necesario
crear tres nuevas variables en el análisis estadísticO BMOP,
las variables, nP 79, para la lengua materna, nP 80, para la
lengua literal y n~ 61, para las diferencias entre ambas.
La variable np 79 se cal cula hallando la media
de las variables correspondientes a las preguntas que tienen
enunciado en lengua materna y que son las preguntas 2, 12,
13, 14, 15, 16 y 21.
La variable np so se calcula hallando la media
de las variables correspondientes a las preguntas de
enunciado literal y que son las preguntas 3, 4, 5. SC, 6, 7,
8. 9, 10, 11, 17, 18 19 y 22.
La variable nP Sí es la diferencia entre las
retas de la vsri~ble nQ 79 y la variable nQ £0.
Se realiza un análisis del tipo 3D usando la “T
de Student” como estadístico y averiguamos que 2~lflCfl
di4ereocj~s si9nificativas en el rendimiento de los alumnos
entre los enunciados de lengua materna y lengua literal.
Esto se comprueba porque el valor de la probabilidad asocia-
da resulta ser menor que el valor de a 0.05 elegido. Nos
interesa saber ahora a favor de cual de los dos enunciados
es esta diferencia.
Para ésto Se hace un análisis descriptivo <ID)
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de las variables nP 79 y nP SO y obtenemos las medias para
todo el grupo de 196 alumnos.
Lengua materna Lengua literal
Media 0.472 0.405
Con lo que se comprueba que el resdimiento es
más elevado cm lengua materna.
Este resultado se ha obtenido para el grupo
comp!eto de 196 alumnos y podría haber surgido debido a una
compensación entre los alumnos de los diferentes cursos por
lo que se procedo ahora a comparar los resultados indepen-
dientes por cursos.
Volviendo a hacer el análisis 3D, para cada uno
de los cursos 72 de EGE, 82 de EGB, 12 de Reforma y 12 de
BLJP obtenemos que hay diferencias Significativas en los
cursos 79. 89 y 12 de REM y que no hay difererrias signifi-
cativas en 19 de SUP.
Media en lengua Media en lengua
materna literal
Toda la muestra 0.472 0.405
Séptimo de EEB 0.347 0.216
Octavo de E~B 0,364 0.226
Primero de Reforma 0,491 0.375
Primero de Bachillerato 0.571 0.565
TABLA DE MEDIAS x
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Se aprecia, comparando las medias en lengua
saterna y en lengua literal para cada curso, (TABLA DE
MEDIAS) que el nivel de rendimiento es mejor en lengua
materna en los tres casos en los que la diferencia es signi-
ficativa, 72, 82 y 12 de REN.
Comparando los valores de la probabilidad aso-
ciada al estadistico, en los tres casos en que la diferencia
es significativa, tenemos una medida de la importancia de
las diferencias encontradas. Y asi,
Probabilidad asociada
Séptimo de EGB 0.0001
Octavo de EGB 0.0098 1 < ~
Primero de Reforma 0.0001
vemos que en Octavo, la probabilidad, sube un poco respecto
a Séptimo pero que en Primero de Reforma vuelve a bajar al
mismo nivel que en éste. Esto indica que las diferencias
entre el rendimiento en lengua materna y en lengua literal,
como también se comprueba en la TABLA DE MEDIAS, son mayores
en Séptimo y en Primero de Reforma que en Octavo.
Es interesante constatar este resultado en los
alumnos de Primero de Reforma pues resulta sorprendente ya
que, siendo un a~o mayores que los de Octavo, han recibido
un a~o más de ense~anza y esto, aadido a la mayor madurez
que se supone que tienen por tener un a~o más, hacia esperar
que las diferencias fueran menos importantes que en Octavo.
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efectos de la ense~anza, es como si lo aprendido en octavo
de EGO se hubiera olvidado en primero de REM de modo que se
volviera a la situación que había en séptimo de ESE.
En 12 de BUR hemos dicho ya que las diferencias
no son significativas aunque son diferencias siempre a favor
de la lengua materna como se puede ver en la TABLA DE
MEDIAS. Esta nos indica que la ense~anza ha conseguido
compensar las diferencias iniciales existentes, al menos
tanto como para que dejen de ser significativas.
IV.2,1.l. Comparación de medias por cursos.
Observando la columna de las medias en lengua
materna, en la TABLA DE MEDIAS escrita en el apartado ante-
rior, apreciamos que desde 79 de ESE <0.347) hasta 12 de
Reforma (0.481) y 19 de Bachillerato <0,571), pasando por 22
de ESE <0.364), la media va aumentando. El mayor aumento lo
tiene desde 82 de ESE a 19 de Bachillerato (207 milésimas)
aunque también hay un aumento fuerte desde 82 de 588 a 12 de
Reforma.
Esto, en mi criterio, responde a la enseRanza en
general y a la maduración de los alumnos que se produce como
consecuencia. Se aprecia, en este caso de lengua materna, un
aumento más fuerte en SUP que en Reforma aunque en ambos
casos tenemos unas medias superiores a la media total que es
O. 472~
Comparando ahora las medias de la columna de
lengua literal tendremos un índice de la enseRanza del
álgebra en general y del simbolismo en particular.
Se observa un aumento, desde 79 dc ESB hasta 19
de BUR. en cierta forma semejante al anterior. Los aumentos
de 72 a 89 y de 22 a 12 dc REN son parecidos entre si, 70
milésimas y 89 milésimas respectivamente, e inferiores al
que se produce de 82 de EGB a 12 de BUP. 279 milésimas;
pero, en otra forma, muy diferente por dos razones,
Primera. El aumento de la media producido al
pasar de 79 a 82 y a 12 de BUP es mucho mayor en lengua
literal que en lengua materna. De 72 a 82. 70 frente a 17.
De 82 a 12 de SUP, 279 frente a 207. Sin embargo, de 22 a 12
de REM aumenta más la media en lengua materna que en lengua
literal, 117 frente a 59.
Segunda. La media dc 12 de gEN, 0.375, en lengua
literal, no supera a la media de toda la muestra, 0.405,
mientras que en lengua materna si que la superaba.
Como comentario a la primera diferencia diré que
se aprecia Que la ense~anza en EGB y SUP produice un claro
aumento del rendimiento de los alumnos en los ejercicios de
enunciado en lengua literal. También que este aLteento del
rendimiento, en el caso de 12 de EIJP, llega a hacer equiva-
lente la media en lengua literal a la media en lengua mater-
na pues aunque se observa una peaue~a diferencia no es
significativa. Esto es tanto más apreciable cuanto que en 72
de ESE se parte de una diferencia importante de medias. La
media en lengua materna es 0.347 y la
2~jjaen lengua lite—
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ral es 0.216. En cuanto a la ense~anza en REM produce mayor
aumento del rendimiento en lengua materna que en lengua
literal.
Como comentario a la segunda diferencia creo que
se debe observar que el hecho de que esta media no supere a
la media da toda la muestra nos indica que en el caso de la
Reforma, la ense~anza no ha conseguido aumentar los niveles
de rendimiento de los alumnos en los ejercicios de enunciado
en lengua jiterol tanto como en los enunciados en lengua
materna.
ZY.2.2, CONTRASTE ENTRE ENUNCIADOS EN LEÉ~JA LITERAL Y
EN LENGUA GRÁFICA.
Para efectuar esta comparación se utiliza el
mismo instrumento estadístico y en la misma forma que se ha
descrito en el apartado anterior. Los resultados son ahora
los que aparecen en la tabla de la página siguiente.
Respecto a la significatividad de estas
diferencias, que se mide por el valor de la probabilidad
asociada, se obtiene que:
Para toda la muestra — Es significativa la diferencia.
Para séptimo de EGB — No es significativa la diferencia.
Para octavo de EGB — No es significativa la diferencia.
Para primero de REM — Es significativa la diferencia.
Para primero de BLJP — Es significativa la diferencia.
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Media en lengua Media en lengua
literal gráfica
Toda la muestra 0.405 0.457
Séptimo de EGB 0.216 fl.l~5
Octavo de ESB 0.286 0.242
Primero de REN 0.375 0.474
Primero de BUP 0.565 0.622
Observando estos valores se ve que:
12 En toda la muestra, resulta superior el
rendimiento en lengua gráfica que en lengua literal y esa
diferencia ES SIGNIFICATIVA.
22: Para séptimo y octavo de EEB, el rendimiento
resulta superior en lemgua literal que en lenqua gráfica,
pero la diferencia NO ES SIGNIFICATIVA. Además este rendi—
miento es muy bajo comparado con el que se tiene en lengua
materna, estudiado en el punto anterior.
321 Para ptimero de REM y primero do BUP, el
rendimiento es superior en lengua gráfica q. el, lengua
literal y esta diferencia sí que ES SIGNIFICAflYA, lo cual
se~ala que tanto la ense~anza recibida por los alumnos en
REM como en SUP resulta eficaz para aumentar el rendimiento
en enunciados de tipo gráfico que llega a equipararse e
incluso a superar al rendimiento en enunciados en lengua
materna. Este último resultado está corroborado en el apar-
tado siguiente.
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IV. 2.3. CONTRASTE ENTRE ENUNCIADOS EN LEFSJA MATERNA Y
EN LENGUA GRAPICA.
Empleando, de nuevo, el mismo tipo de análisis
estadístico que en los dos apartados anteriores comparamos,
ahora, los rendimientos de los alumnos en enunciados con
lengua materna y con lengua gráfica obteniendo:
Se aprecia que en todos los casos menos en 12 de
BUR se obtiene mayor media en lengua materna que en lengua
gráfica pero para valorar estas diferencias adecuadamente
vamos a ver cuáles de ellas son significativas. Esto se
estudia a través de la probabilidad asociada al estadístico
y se obtiene que’
Para toda la muestra
Para séptimo de EBB
Para octavo de EEB
Para primero de REM
Para primero de SUP
— La diferencia NO es significativa
— La diferencia ES significativa
— La diferencia ES significativa
— La diferencia NO es significativa
— La diferencia ES significativa
Medias en lengua Medias en lengua
materna gráfica
Toda la muestra 0.472 0.457
Séptimo de 868 0,347 0.155
Octavo de EGB 0364 0.242
Primero de REN 0.491 0.474
Primero de BLP 0.571 0.682
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Reuniendo toda esta información se obtienen las
si gui entes conclusioneal
l~’ Para toda la muestra, el rendimiento de los
alunejos con los enunciados en lengua materna y en lengua
gráfica es equiparable pues se ve que las diferencias no son
significativas.
2g: Para séptimo y octavo de EGE, el rendimiento
es mayor en lengua materna que en lengua gráfica y la
diferencia ES SIENIFICATIVA. Se aprecia que en octavo la
diferencia es menor por haber aumentado la media en lengua
gráfica más que la media en lengua materna, Este efecto se
puede imputar a la ense~anza impartida sobre geometría.
32: Para primero de REN, no existen diferencias
significativas entre lengua materna y lengua gráfica.
Ambas medias son superiores a las correspondien-
tes de octavo de EGB lo que supone un progreso aunque no tan
grande como el que se aprecia en las medias de primero de
SUP. La media en lengua gráfica sufre un aumento tan impor-
tante que llega a equipararse a la media en lengua materna a
pesar de que ésta ha aumentado también.
4~t Para primero de SUP, aumentan las medias en
los dos casos, desde octavo de ESO. Es un aumento muy
superior al encontrado para primero de REN y. st el caso de
la lengua gráfica, es tan grande que llega a nlperar a la
eedia en lengua materna, y con una diferencia SIGNIFICATIVA,
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a pesar de que ésta tiene un fuerte aumento de 207 milési-
mas. Este resultado ya había sido avanzado en el apartado
anterior.
I’J.2.4. COI%ITRASTE ENTRE RESPUESTAS TOIÉRICAS Y
RESPUESTAS SIMBóLICAS.
Desde el punto de vista del profesorado las
preguntas de respuesta numérica parecen más fáciles de
responder que las de respuesta simbólica. Los profesores
hemos percibido que los alumnos, de modo espontáneo, dan
como terminado un problema cuando obtienen una respuesta
numérica y creemos que esto contribuye a que las respuestas
simbólicas aparezcan para ellos como resultados incompletos.
Así cuando un ejercicio e~ige una respuesta simbólica se
convierte en un ejercicio “extra~o”.
Vamos a estudiar en nuestro cuestionario esta
caracterá sti ca.
Comenzamos creando unas nuevas variables esta—
disticas n~ 79, n~ SO y nQ 81.
La nP 79 que es la media de las variables
correspondientes a las preguntas que piden respuesta numéri-
ca y que son las preguntas número 2, 5, 9, 10, 12, 13, 14,
l~B, 19, 21, 23 y 24.
La variable nP SO que es la m~Ka de las
variables correspondientes a las preguntas de respuesta
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simbólica y que son las preguntas número 3. SC, 6, 9, 11,
12, ISA, 16, 21, 23, 24, 25 y 26.
Y la variable n2 El que es ahora la diferencia
entre las dos medias anteriores.
Volvemos a realizar un análisis 3D sobre la
variable n2 81, con el estadístico 1’ de Student y obtenemos
un valor, 0.0000, de la probabilidad asociada para toda la
muestra <N=196) inferior al parámetro o 0,05 elegido
(incluso si a fuera elegido igual a 0.01) lo cual nos indica
que EXISTEN DIFERENCIAS SIGNIFICATIVAS entre los dos tipos
de respuestas.
Para saber ahora cuál es el tipo de respuesta
que da el mejor rendimiento calculamos las medias con un
análisis descriptivo ID de las nuevas variables ng 79 y n2
80. para toda la muestra obteniendo
Respuesta Respuesta
Numérica simbólica
(Var,nQ 791 <Var. n2 801
media, x 0.457 0.369
Que es superior para la variable n2 79 marcando
por tanto el mejor rendimiento para la respuesta numérica.
Después de averiguar esto, me interesa saber
cómo se distribuye por cursos este resultado así que,
realizo un análisis del tipo 3D para cada uno de los cursos,
79 de EGE, 82 de EGB. 12 de REN y 12 de SUP, obteniendo que
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existen en todos ellos diferencias significativas según
indica el valor de la probabilidad asociada que resulta
siempre inferior a a 0.05
Séptimo de EGB
Octavo de EEB
Primero de REM
Primero de BUP
Y siempre a favor
se ve por la comparación de
criptivo ID,
Probabilidad asoci ada
0. 0000
0.0000
0.0013
0.0043
de la respuesta rláaérica
las mediés del análisis
laque nos da siempre más alta la media correspondiente a
respuesta num6rica.
Comparando la probabilidad asociada al estadís-
tico T, vemos que va aumentando de valor desde 72 de ESE
hasta 12 de BLP aunque en ningún caso, ya lo hemos se~Talado,
como
des—
Respuesta Respuesta
Numérica simbólica
79 EGB 0.320 0.139
82 EGE 0.336 0.217
12 REM 0.449 0.385
12 BUP 0.520 0.535
TABLA DE MEDIAS
lleg, a ser tan alta tomo para que deje de haber diferencias
significativas.
Esto nos muestra un fallo en la enseanza
recibida por estos alumnos pues después de tres a~os de
aprendizaje del álgebra vemos que todos los alumnos, tanto
los de 12 de REM como los de 9 de SUP, tiwn grandes
dificultades a la hora de escribir como respuesta una
respuesta simbólica.
IV.2.5. COMPARACIÓN DE RESULTADOS DE LOS AL(*¶NIJS
“FLOJOS” Y DE LOS ALUMNOS “FUERTES” CON LOS ~ULTADOS DE
TODOS LOS ALUWCS.
Para identificar los alumnos “flojos” nos SCrvl’
mos de la puntuación total obtenida en el cuestionario.
Denominaremos alumnos “flojos” al tercio de alumnos que
hayan obtenido puntuación más baja.
Observando la variable n2 29 —puntuación total—
del Análisis Descriptivo General podemos notar que el por-
centaje acumulado~ de alumnos, 32.7 7. —el más aprov.imado al
33,3 X que sería el tercio teórico— corresponde a los
alumnos que han puntuado con un “7”. De este modo tomaremos
como el ~ercio de alumnos flojos aquellos que responden a
siete o menos de las preguntas del cuestionario.
El número de alumnos que corresponde a este
tercio es de 64 frente a los 65 que supondrían el 33.3 % de
toda la muestra. Consideramos que es una buena aproximación.
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La distribución de estos alumnos por cursos ha
resultado ser la siguiente:
72 EGE 82 EGB 12 REM 12 BUP TOTAL
N2 de alumnos de
cada curso que 26 19 14 5 64
componen el tercio
de alumnos 40.6% 29.7% 21.9% 7.8% 100 7.
f 1 o i os
Esta distribución es bastante homogénea y espe—
rable en lo que a 72, 82 y 19 de BUP se refiere, ya que los
porcentajes van disminuyendo de forma progresiva. Pero debe-
mos notar que en 12 de REN hay 14 alumnos flojos que suponen
un 21.9 7. del total que es un porcentaje más próYimo al de
Octavo de EGB, 29.7%, que al de Primero de SUP. 7.8 7.. Se ve
pues que la disminución se retiene en 12 de REM para volver
a acelerarse en 12 de BLJP.
Sobre los 64 alumnos hemos hecho dos análisis,
el Análisis Descriptivo 20 y el Análisis de e2 (chi—cuadra-
do), llamado AF. por cursos.
Del mismo modo, para identificar los alumnos
fuertes tomaremos el tercio de alumnos que han puntuado más
alto en el cuestionario. Para esto, miraremos en la variable
n2 29 —puntuación total— del Análisis Descriptivo General y
vemos que se alcanza el 66.3 7. de alumnos con los que han
respondido bien hasta 13 preguntas del cuestionario, de modo
que el 33.7 7. son los que han contestado correctamente a 14
o más preguntas del cuestionario. Este 33.7 7. de 196 alumnos
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supone 66 alumnos que forman nuestro tercio de alumnos
fuertes. Es un valor que aceptamos por su buena aproximación
a N=65 que sería el 33.3 7. de 196.
Como distribución de estos alumnos por cursos se
ha obtenido la siguiente:
72 EGB 82 588 12 REN 12 BLP TOTAL
Nfl de alumnos en
cada curso que 1 4 12 49 66
componen el tercio
de alumnos fuertes 1.5’!. 6.17. 18.2% 74.2% 1007.
En esta distribución nos llama la atención que
está sobrecargada a favor de los alumnos de SUP, lo que en
cierto sentido es normal par ser los alumnos mayores y que
han recibido mayor instrucción, pero simultáneamente en 19
de REM destaca un bajo porcentaje de alumnos fuertes tenien-
do en cuenta que estos alumnos son del mismo nivel de cdad
que los alumnos de EL!?.
Esta distribuciún está de acuerdo con la obteni-
da un poco más arriba para los alumnos fIo~os donde el
porcentaje de Reforma también llamaba la atención por ser
más parecido al de Octavo de 588 que al de Primero de SUP.
Para estos 66 alumnos se hace también el Análi-
mis Descriptivo, 2D y el Análisis de e>, 4F por cursos.
Vamos a comparar los análisis descriptivos del
tercio de alumnos flojos y fuertes con el Análisis Descrip-
tivo General para identificar aquellas preguntas de respues-
ta especial.
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El comportamiento esperado es que los alumnos
flojos respondan peor que la media y los alumnos fuertes
mejor pero queremos ver si estas expectativas se cumplen.
Elaboramos una tabla con el porcentaje de acier-
tos a cada una de las preguntas que estudiamos. Es la tabla
que figura en la página siguiente.
En esta tabla observamos que en todas las
variables, que corresponden a cada una de las preguntas, se
cumple el comportamiento esperado: los alumnos flojos tienen
peor rendimiento, que el rendimiento general, y los alumnos
fuertes lo tienen mejor.
En algunas preguntas las diferencias del rendi-
miento del tercio de alumnos flojos con el rendimiento
general y del tercio de alumnos fuertes con el rendimiento
general son particularmente grandes. Llamando
Diferencia A 5 Forcentaje general menos Porcen-
taje de alumnos flojos
.
Diferencia 8 = Porcentaje de alumnos fuertes
menos Porcentaje general.
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‘!. general 7. alumnos 7. alumnos
Var. 4. 22 Preg. 67.9 60.9 77.3
Var. 5. 32 Preg. 30.1 1.6 60.6
Var. 6. 4C Preg. 27.6 15.6 42.4
Var. 7. 52 Preg. 78.1 53.1 98.5
Var. 8. 52C Preg. 55.1 12.5 95.5
Var. 9. 62 Preg. 10.2 0.0 22.8
Var. 10. 72 Preg. 35.2 3’l 66.7
Var. 11. S~ Preg. 62.9 28.1 90.9
Var. 12. 92 Rreg. 46.4 14.1 80.3
Var. l3. ¡02 Preg. 32.1 7.8 43.9
Var. 14. 112 Preg. 28.1 15.6 45.5
Var. 15. 122 Preg. 35.7 14.1 60.6
Var. 16. 132 Preg. 72.4 43.8 97.0
Var, 17. 142 F’reg. 62.2 46.9 83.3
Var. 18. 152 Preg. 10.2 0.0 21.2
Var. 19. 162 Preg. 52.0 12,5 83.3
Var. 20. 172 Preg. 56.1 21.9 87.9
Var. 21. ISC Preg. 19.9 .j 45.5
Var. 22. 192 Preg. 17.9 1.6 36.4
Var. 23. 2>2 Preg. 29.6 9.4 59.1
Var. 24. 222 Preg. 66.2 35.9 92.4
Var. 25. 232 Preg. 41.9 6.2 75.8
Var. 26. 242 Preg. 32.3 4.7 69.7
Var. 27. 252 Preg. 51.5 21.9 81.8
Var. 28. 26! Preq. 51.0 14.1 86.4
TABLA DE 7. DE ACIERTOS
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Las cuatro preguntas, con diferencias más eleva-
das! clasificadas según estas diferencias, son:
Diferencia A Diferencia B
Pregunta 54C 42.6 40.4
Pregunta 164 39.5 31.3
pregunta 26~ 36.9 35.4
Pregunta 234 35.6 34.0
Todas estas preguntas son de respuesta simbólica, “5’.
Estas preguntas son particularmente interesantes para discriminar
los alumnos flojos de los alumnos fuertes, si un alumno ha respon-
dido bien a alguna de estas preguntas tiene una gran probabilidar
de ser un alumno fuerte
.
1V.2.5. 1. Preguntas mejor y peor contestadas.
— Alumnos flojos
Las preguntas mejor contestadas por los alumnos
flojos no coinciden con las mejor contestadas por toda la
muestra. Los alumnos flojos aparecen así como alumnos de
comportamiento especi al.
Pregunta mejor contestada en alumnos flojos 24 Preg. 60.9%
en general 54 Preg. 78.1%
2~ mejor contestada en alumnos flojos 54 Preg. 53.1%
en general 134 Preg. 72.4%
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34 mejor contestada en alumnos flojos
en general
144 Preg. 46.9%
24 Preg. 67.97.
Sin embargo hay cierta semejanza pues vemos que
hay dos preguntas comunes a ambos grupos, la 24 y la 54
aunque es en distinto orden.
En las preguntas peor contestadas sí que eMisten
coincidencia entre el grupo de alumnos flojos y el conjunto
de toda la muestra. Las preguntas de más alto fracaso son
las mi5mas~
Preguntas peor contestadas en alumnos flojos
34 peor contestada en alumnos flojos
en general
Vemos que aunque
17.9%) es naturalmente mayor
alumnos flojos, las preguntas
ambos casos.
6? Preg.
) 0%
¡~a Preg.
en general £ las mismas 1 10.2%
34 Preg.
______ 1 1.6%
194 Preg.
194 Preg. 17.97.
el número de aciertos <10.2% y
en toda la muestra que en los
peor contestadas coinciden en
Se ve, por tanto, que, en cuanto a las preguntas
peor respondidas, los alumnos flojos tienen un comportamien-
to normal! entendiendo por normal el marcado por toda la
muestra.
Alumnos fuertes
.
Vamos a ver si el comportamiento de los alumnos
fuertes responde al comportamiento de la muestra total en
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cuanto a preguntas mejor y peor contestadas se refiere.
Anotamos las preguntas mejor contestadas tomando
los datos de la TABLA DE 7. DE ACIERTOS
Pregunta mejor contestada por Mumnos fuertes 54 Preq. 99.57.
en general ‘ “ 78.17.
24 mejor contestada en alumnos fuertes
en general
34 mejor contestada en alumnos fuertes
en general
134 Preg. 97.0%
72.4%
54C Preg.
“a Preg.
95.5%
67. 97.
Vemos que las dos primeras preguntas mejor con-
testadas coinciden en este caso. Por lo tanto, podemos decir
que el comportamiento de los alumnos fuertes es semejante al
comportamiento de toda la muestra.
Comprobemos ahora si el comportamiento con las
preguntas peor contestadas es también semejante al de la
muestra completa.
Pregunta peor contestada por alumnos fuertes 154 Preg. 21.2%
24 peor contestada por alumnos fuertes 64 Preg. 29.97.
Preguntas peor contestadas en general
34 peor contestada por alumnos fuertes
en general
¿.4 Pr-cg.
3 10.2%
154 Preg.
194 Preg. 36.4%
‘7.9%
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Comprobamos efectivamente que el comportamiento
de los alumnos fuertes es también semejante al de toda la
muestra en las preguntas peor contestadas.
IV. 2.5.2. Comparaciones por cursos.
Nos interesa saber si la pertenencia a cada uno
de los cursos influye para la proporción de aciertos y
errores cometidos. Esto es, si el rendiniento del alumno
está afectado por el curso al que pertenece. Dicho de otro
modo, si hay alguna pregunta para la que se da un número de
respuestas significativamente mayor en los alumnos de alg.~n
curso en particular. Por ejemplo, si los alumnos de 12 de
BUP responden a alguna pregunta significativamente mejor que
el resto, o si los alumnos de 82 de EGO responden significa-
tivamente peor que los demás a alguna pregunta del cuestio—
nari o.
Para esto realizamos un Análisis BMDP—4F siempre
sobre las dos sub—muestras por separado, el tercio de
alumnos flojos y el tercio de alumnos fuertes
.
Observando la probabilidad asociada al estadís-
tico e’ (chi—cuadrado> de Pearson y comparándolo con el
valor m0.05 elegido veremos para qué preguntas del cuesti o-
nario el pertenecer a un curso o a otro influye en el
rendimiento.
Alumnos flojos
En el tercio de alumnos flojos encontramos que
la probabilidad asociada es menor que 0.05 en las variables
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y preguntas correspondientes siguientes:
12’ Preg. 94
22. Preg. 194
24. Preg. 224
28. Preg. 26a
Probabilidad
0.0034
0.0074
0.0166
0~ 0054
Lo cual nos dice que en estas
diferencias significativas en las respuestas
alumno pertenezca a un curso o a otro. Vamos
preguntas una a una.
preguntas hay
según que el
a estudiar las
Variable nP 12. Preounta 94
.
En esta pregunta ha salido que existen diferen-
cies significativas en las respuestas por cursos de ¡nodo que
vamos a analizar esto en detalle observando una de las
tablas de la variable nP 12 en el Análisis 4P de los alumnos
flojos. Así tenemos:
SÉPTIMO OCTAVO REFORMA BIJP TO’T’AL
ERROR 100.0 64.2 79.6 40.0 [ 95.9
ACIERTO 0.0 15.9 21.4 60.0 14.1
TOTAL 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
Esta tabla me dice que hay más error que
entre los alumnos de Séptimo, Octavo y Reforma pero
cás acierto que error en Bachillerato (BUP).
aci erto
que hay
Se trata de una pregunta de manipulación de
sencillas expresiones algebraicas con letras y vemos que,
Var.
Var.
Var.
Var.
<a
‘: 0.05
4 0.05
4 0.05
-‘ 0.05
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como era de esperar, los alumnos de Séptimo tienen un 100 7.
de error y un O 7. de acierto pues, aunque sencillas, se
trata de manipulaciones que todavía no han sido ense~adas en
las clases.
En cuanto a 12 de SUP vemos que, aún tratándose
del tercio do alumnos flojos, un 60 7. de ellos responden
correctamente.
Sin embargo, en los alumnos de Reforma, vemos
que, aunque responden un poco mejor (21.4 7. de alumnos
aciertan la respuesta> que los de Octavo <15.8 7. de acier-
tos), el porcentaje de alumnos que yerran es muy superior al
porcentaje de los que aciertan.
La manipulación de expresiones algebraicas
sencillas vemos que es una adquisición progresiva que en
Octavo y 19 de Reforma tiene todavía un porcentaje muy
elevado de errores y que recibe un refuerzo importante al
pasar a 19 de BLP.
Variable nP 22. Preounta l9~
.
En esta pregunta también hemos encontrado que
hay diferencias significativas entre pertenecer a un curso o
a otro. Vamos a anali:ar la pregunta con una de las tablas
correspondientes a la variable nP 22.
SÉPTIMO OCTAVO REFORMA BUP TOTAL
ERROR 100.0 100.0 100.0 80.0 99.4
ACIERTO 0.0 0.0 0.0 20.0 1.6
TOTAL 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
5>9
Se trata de una pregunta con una ecuación cúbica
en la que se debe reconocer la similitud de estructura
ecuacional para deducir el resultado.
Se ve que entre estos alumnos f¡~jgj solamente
algunos de BLJP (el 20 7.) alcanzan el acierto. El resto de
los cursos tienen un 100 7. de error.
Una vez más resulta importante observar que los
alumnos de Reforma no siguen una pauta parecida a los
alumnos de BUP que son los de su nivel. Los resultados de
este curso son iguales que los de los cursos inferiores,
Séptimo y Octavo.
Variable nC 24. Premunta 22L
Como en esta pregunta también ¡-,an resultado
significativas las diferencias de respuestas por cursos
tomamos la tabla de porcentajes por cursos de la variable nP
24 para estudiarla en detalle
SÉPTIMO OCTAVO REFORMA BUP TOTAL
ERROR 20.8 47.4 71.4 20.0 64.1
ACIERTO 19.2 52.6 22.6 60 35.9
TOTAL 100.0 100.0 100.0 100.0 j 100.0
Vemos que el porcentaje de aciertos es mayor del
50 7. en Octavo de EGB y en 12 de BUF’, mientras que en
Séptimo de EGB y en 12 de Reforma es muy inferior.
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Llama la
porcentaje más bajo
hubi éramos esperado
tanto como en 12 de
atención que en 19 de Reforma se da un
de acierto que en Octavo de ESB cuando
que aumentara aunque no hubiera sido
BUP. En lugar de ello encontramos que
disminuye.
Esta pregunta se ha preparado para estudiar el
error de “la letra como Objeto’. Esta cOflcwci&1 espontánea
errónea vemos que se mantiene con mucha -fis-za en los
alunw~os flojos de l~ de Reforma. Tantién vemos que remite,
aunque no desaparezca completamente, en 19 de SUP.
Variable nP 28. Preounta 26~
.
Esta es la cuarta pregunta para la
sabido que había diferencias significativas
alumnos flojos
que hemos
entre los
Esta pregunta tiene enunciado gráfico y se trata
de calcular el perímetro de una figura con un número desco-
nocido de lados, “n”.
Vamos a observar la tabla correspondiente
porcentajes de acierto y error por cursos
de
ERROR
SÉPTIMO OCTAVO REFORMA SUP TOTAL
100.0 89.5 64.3 60.0 85.9
ACIERTO 0.0 10.5 35.7 40.0 14.1
TOTAL 100.0 100.0 100.0 100.0; 100,0
Vemos que el nivel de aciertos va aumentando de
manera progresiva desde Séptimo, pasando por Octavo y 19 de
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Reforma hasta l~ de BUP donde alcanza el 40 ‘1. de aciertos
como valor má~timo. Es un nivel muy bajo de aciertos pare
todos los cursos.
Como ocho lados del polígono quedan a la vista
del alumno parece que el error de “valoración de la letra”
es cometido con mucha facilidad, sobre todo por los alumnos
flojos que aquí estamos analizando.
Se observa también que el porcentaje de aciertos
en 19 de Reforma. 35.7%, se mantiene por debajo del de 12 de
BLP aunque en esta pregunta se encuentran más próximos que
en cualquiera de las anteriores.
Alumnos fuertes
.
Ejecutamos el análisis BMDP—4F que es un
análisis de e
2 <chi—cuadrado) y observando el valor de la
probabilidad asociada y comparándola con el valor ~ = 0.05
encontramos dos casos de variables con diferencias
significativas.
Probabilidad < a
Variable nP 10. Pregunta 74. 0.011> 0.05
Variable nP 12. Pregunta 94. 0.0121 < 0.05
La prequnta 94 <Variable nP 12) ya habia sido
obtenida como especial un poco más arriba cuando hemos
estudiado las diferencias por cursos en alumnos flojos
.
Vamos a analilar en qué consisten esas diferen-
cias Significativas en estas dos preguntas.
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Variable nQ 10. Pregunta 7C
.
Esta pregunta está puesta para estudiar el error
de “la letra como objeto”. Recordemos ahora que otra
pregunta del cuestionario, la nP 22, que también estudia “la
letra como objeto” ha salido produciendo diferencias
significativas de respuestas por cursos en el tercio de
alumnos flojos. Veamos la tabla de porcentajes de acierto.
StPTIMO OCTAVO REFORMA BUP TOTAL
ERROR 100.0 50.0 66.7 22.4 33.3
ACIERTO 0.0 50.0 33.3 77.6 66.7
TOTAL 100.0 100.0 100.0 100.0 ¡ 100.0
Efectivamente se trata de una distribución
irregular, donde el porcentaje de aciertos en 19 de Reforma,
33.3 “/. es inferior al porcentaje en Octavo de EGE que es el
mismo fenómeno que el observado en la pregunta 22~ en los
alumnos flojos. Por tanto obtenemos la misma conclusión,
ahora reforzada. de que el error de “la letra corno objeto”
es un error uertemente arraioado entre los alumnos de
Reforma y que sin embargo mejora con la ense~anza del álge-
bra como se aprecia en Octavo de ESE —50’!. de aciertos frente
al 0”!. de Séptimo de ESE— y en 12 de BUP —77.6% de aciertos.
~?tiable nQ 12. Pregunta 9L
Es la pregunta de manipulación de expresiones
algebraicas sencillas. Analizando la tabla de porcentajes,
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SÉPTIMO OCTAVO REPORMA SUP TOTAL
ERROR 0.0 75.0 0.0 20.4 19.7
ACIERTO >00.0 25.0 100.0 79.6 60.3
TOTAL 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
sorprende el alto nivel de aciertos en 72 dc EGB y en 12 de
Reforma, en contra de los resultados obtenidos hasta el
momento.
Para precisar esta información vamos a consultar
con la tabla de Número de Aciertos:
SÉPTIMO OCTAVO REPORMA BUR TOTAL
ACIERTOERRO 0 3 120 10 13j
TOTAL 1 4 12 49 66
Lo primero que nos llama la atención es que en
Séptimo de ESE hay un sólo alumno fuerte y. aunque ha
coincidido que ha respondido bien a esta pregunta, su
respuesta no resulta representativa pues puede ser simple-
mente un alumno excepcional.
En 12 de Reforma las cosas son diferentes pues
el porcentaje es consecuencia de 12 alumnos que responden
todos acertadamente. Resulta sorprendente, aunque pensemos
que se trata de alumnos del tercio de alumnos fuertes, pues
también pertenecen a este tercio los alumnos de SUP y sin
embargo solamente el 79.67. contestan acertadamente.
Este resultado de Reforma deberá ser investigado
a través de entrevistas individuales con los alumnos. En
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ellas se profundizará sobre las estrategias que han seguido
para obtener las respuestas y se buscará la e~:plicación de
este hecho.
IY.3. C~JCLtJSIOtES PARCI~ES.
oobre toda la ooblación en con junto
A. Los enunciados literales son peor respondidos
que los enunciados gráficos; y éstos, peor que los enuncia-
dos en lengua materna.
Dl. Los ejercicios de respuesta numérica SOn
mejor respondidos que aquellos que exigen “respuesta literal”
D2. Separando el resultado anterior por los
distintos tipos de enunciado, se encuentra que la diferencia
es más grande en los casos de enunciados en lengua materna
en los enunciados en “lengua literal” resulta un poco menos
claral y en los casos de “lengua gráfica” la diferencia
apenas existe, respondiéndose con, casi, el mismo acierto
los ejercicios de respuesta numérica que los de “respuesta
literal
Cl. El error de “letra valorada”. “VAL”, se
produce CON MAS FRECUENCIA en los ejercicios de enunciado de
tipo gráfico, “6”, que en los enunciados en lengua materna
“LEN” o en “lengua literal”, “LI”.
C2. El error “VAL” se comete CON MAS FRECUENCIA
que los errores “N’ o “O” en los ejercicios de enunciado
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gráfico.
O. El error de “letra de acompaF4amiento”, “It’,
es un error SISTEMATICO en los ejercicios de enunciado
gráfico. Se ve que hay más alumnos que lo cometen 2 o 3
veces que solamente una.
E. El error de ‘letra desaparecida’, “O”, es
MENOS FRECUENTE en ejercicios de enunciado tipo gráfico que
en los de otros enunciados.
F. Un ejercicio que tenga
“familiar” (en sentido social) que otro,
con doble número de aciertos que éste.
un enunciado más
resulta respondido
Sobre los grupos de alumnos en particular.
1. El error de “la letra como objeto” se
mantiene muy arraigado en los alumnos de R’Etl, tanto entre
los alumnos “flojos” como entre los alumnos “fuertes”.
2. En 12 de REN desaparecen las diferencias
significativas entre respuestas, de los alumnos, a
cuestiones con enunciado materno y con enunciado gráfico. Se
ve que ha aumentado la comprensión de enunciados en lengua
gráfica.
3. En 19 de REM se
significativas entre los enunciados
(peor respondidos> y los enunciados
gráfica. Se ve que ha aumentado muy
“lengua literal”.
mantienen diferencias
en “lengua literal”
en lenguas materna y
poco la comprensión en
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4. En 19 de BUR desaparecen las diferencias
significativas entre enunciados en lengua materna y en
“lengua literal”. Esto hace deducir que la ense~anza, en 12
de BUP hace aumentar la comprensión de enunciados en “lengua
literal”.
5. En 12 de BUP existen diferencias significati-
vas del rendimiento en enunciados en lengua gráfica respecto
a enunciados en lengua materna y en “lengua literal”, con
mejor rendimiento a favor de la primera. Se deduce, por
tanto, que la ense~anza. en este nivel, mejora la
comprensión de enunciados en lengua gráfica.
6. Las preguntas que más discriminan entre
alumnos “flojos” y “fuertes” son 54 C, 164, 234 y 264. Se
puede observar que todas son de respuesta simbólica.
7. En las preguntas peor contestadas existe
coincidencia entre los alumnos “flojos” y toda la muestra,
En las mejor respondidas no se da esa coincidencia.
8. Entre los alumnos ‘fuertes” y toda la
muestra, hay coincidencia tanto en las preguntas peor
contestadas como en las mejor respondidas.
9. La manipulación de expresiones algebraicas es
una adquisición progresiva que se aprecia claramente entre
los alumnos “flojos” en 12 de B(JP.
10. El uso del razonamíento, para resolver una
ecuación <caso de la ecuación cúbica de la pregunta 194), es
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conseguido únicamente por un 20 7. de alumnos de 12 de BUP,
en los demás cursos se da un porcentaje del O 7.. Los alumnos
están acostumbrados a un cálculo mecánico de las ecuaciones
y. si Éste les falla, no responden adecuadamente.
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Y. ENTREVISTAS INDIVIDUALES
LI. VALOR ÚNICO.
Hay una tendencia a mantener la invariabilidad
de la letra, El al umno debe vencer una tendencia espontánea
a mantener la letra con un valor fijo y único,
Aunque el alumno acepte que una letra puede
tomar distintos valores tiene una resistencia espontánea que
se manifiesta claramente cuando la ocasión lo permito. La
siguiente entrevista, a propósito de la pregunta nP 17 es
una muestra de ello. Se trata de César, alumno nP 22 de 72
de EGB.
La pregunta es:
17.— Si sabemos que p = q + 7 . ¿Qué le sucede
a “p” cuando “q” ALIrIENTA en 3 unidades?
La entrevista se desarrolló como sigue
César: cue ya no es igual a q4-7. porque si, por
ejemplo, “q” representare a 3, “p” resultaría 10; pero si
“q” aumenta 3 sería igual a 13. No seria “p”, 10.
Profesora: O sea, que si “q’ aumenta, ¿“p” no sería
igual a q”7?
César: No, porque para ser igual tendría también que
aumentar “p”.
Profesora: Ajá. ¿y no podría ser eso? ¿Que “p” aumen—
tara también?
César: No sé. El ejercicio no dice nada.
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Profesora! Si”p” tiene un valor..~¿Te Parece raro que
cambie”’ ~Crees que tiene un valor más o menos fijo? ¿O cómo?
César: <P~ensa un poco) Si no me dijeran nada
Tengo que “q’ podría aumentar 3 unidades, pues “p” también
podría aumentar 3 unidades, a lo mejor, pues no es un número
fijo, representa una letra. Lo que pasa es que el ejercicio
dice solamente la “q” así que ya no puede ser la “p”.
Profesora> Pero te pregunta ¿Qué le sucede a “p”7 No
te dice que no pueda aumentar,
César: Si se mira eso, podría ser que aumentara 3.
Pero si no .. . Existen esas dos posibilidades.
Finalmente César, guiado por las preguntas de la
profesora, admite la posibilidad de que “p” pueda variar,
pero inicial y espontáneamente ni la considera.
Se ve que admite que una letra puede tomar
distintos valores pero en el mismo ejercicio se resiste a
considerar esa variabilidad. Unicamente la admite si
el profesor (o el enunciado del ejercicio> así lo indican:
es el caso de la “q” porque se dice que aumente en 3
unidades.
V.i.l. Valoración de la letra.
Como una consecuencia de considerar la letra con
valor único y, en un momento dado, desconocido, se da con
frecuencia el caso de que los alumnos encuentran métodos
personales y originales para calcular ese valor.
SSO
Hay testimonios de algunos de estos procedimien-
tos recogidos a continuación,
Ricardo. NS 13 de 72 de ESE. (4 la pregunta nP
Sc ha respondido: 10).
La pregunta era~
j.c.— Si b + d = 6. entonces b + d # f =
Cuando le preguntamos la razón de su respuesta
nos etplica
Ricardo: Cada letra es un nÚa~ero. Si b+d6 y
como de la “d” a la ‘4” hay 4, pues 6+410. Era “más 4”
además de lo que había.
Encontramos aquí una forma de valorar la letra
usando ei Orden alfabético. De este modo puede dar un
resultado numérico que es el tipo de resultado al que está
habituado y. por tanto, el único que le parece válido. A
continuación completa su e:<plicación diciendo,
Ricardo: No es difícil calcular con letras si
sabes la equivalencia.
Ricardo considera que las letras tienen que
tener siempre una “equivalencia” con los números y él la
busca a través del orden alfabético.
José. NP 23 dc 72 de 552. También valora la
letra pero en este caso usando otro criterio~ Cada letra
como es UNA LETRA tiene que valer “1”.
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En el ejercicio nP 1 responde:
y en la entrevista individual explica:
,losé”Porque creo que las letras valen un punto
y por eso
3+a3+1
4 y 4-.-b=4’.-l=5”
De la misma forma vemos que responde al
ejercicio n2 Sc>
Sc.— Si b + d 6, entonces b + d + 4 = 7
José.’”Porque creo, como en el primero, que la
letra “f” vale “1” y entonces 6-el = 7”
Es curioso que no se plantea la paradoja que
supone la relación “b + d = 6” en la que las letras “b” y
“d” evidentemente no valen un punto cada una. Simplemente
asigna ese valor de “1” a las letras de las que no ha
recibido ninguna información para valorarlas pero que forman
parte de una respuesta pedida.
Vuelve a valorar como “1” las letras “n” y “p”
en el ejercicio nP lO,
10.— Si sabes que
mn +p
y que
m + n + p = 60
¿Qué puedes decir de “m”?
Respuesta> ~se I~ vaIs 52 unidades
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La explicación que nos da es>
José.’”Porque “n” y “p” valen “1”.
Para él no hay contradicción en que la letra e
valga 58 unidades. Las letras desconocidas “deben tener un
valor” y en su criterio el valor más natural, a falta de
indicación en contra, es el “1”. Esto no impido que “otra
letra pueda representar un valor diferente” pero entonces
“lo dirá el anunciado del problema”.
4.2. IDENTIFICACIóN DE “LETRA’ CON “ECJACIÓN’
Hay alumnos que al encontrar letras en el
cálculo creen que están trabajando con ecuaciones. Son los
alumnos que identifican la aparición de las letras, con la
necesidad de calcularías. Consideran las letras como pro-
visionales en la escritura matemática, como una solución
transitoria a la espera de conocer el valor de ese número.
Así tenemos testimonios recogidos en las
entrevistas individuales que confirman este comentario.
Laura. NP 31 de 79 de EGB. <No realiza el
ejercicio nQ 1). En la entrevista explica,
No sabía lo que era “p” porque no sabía hacer
ecuaciomes.
Como se ve, en el ejercicio n9 1 no hay
ecuaciones para calcular el valor de “p”. Es Laura la que
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asocia la aparición de la letra con la, para ella necesaria,
existencia de alguna ecuación.
David. N9 7 de 79 de ES?.
David: Me siento mejor cuando hay números.
Profesora: ¿Dué es lo que te va mal de las
letras?
David: No sé. Las ecuaciones y todo eso.
Profesora ¿Has trabajado alguna vez con
fórmulas de áreas con letras?
David: No. Sólo con números.
En esta entrevista David nos hace patente su
poca familiaridad con el uso de las letras. El dice que no
se siente muy bien con ellas y solamente recuerda haberlas
empleado con las ecuaciones.
V.2.l. DISTINCIÓN DE LA “U’ COMO IrCóaIITA.
Algunos alumnos identifican la x como
incógnita de las ecuaciones, pero la diferencian de las
letras Iniciales del alfabeto que usan para otras ocasiones.
Jorge. N226 de 72 de EGO. En el ejercicio nQ 12
en el que se le pide que exprese simbólicamente una
propiedad, responde
a’b e + d = e b =
y en la entrevista nos dice:
Jorge: Simbólicamente quiere decir con letras,
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con letras iniciales que quieran signif,car algún valor
incluso, por ejemple, ,, 3,1416.
Profesora: ¿Cuando dices iniciales, a qué te
refieres
Jorge A las primeras letras.
Profesora> ¿Podrías usar la “x”?
Jorge: Es que “x” es un valor desconocido, una
incógnita, y aquí se conoce el valor.
En el ejercicio se le había pedido que tomara un
valor cualquiera y se ve que como puede elegir el valor
lo considera conocido.
V.3. APRENDIZAJE POR INDICIOS.
En el capítulo Ingeniería Didáctica hablamos
también de esta forma de aprendizaje que los alumnos emplean
a falta de indicaciones didácticas provenientes de la
experiencia o de la teoría matemática empleada.
En algunas entrevistas individuales quedan
patentes estos comportamientos para Los que el alumno usa
como apoyo los indicios captados de las indicaciones implí-
citas del profesor o de instrucciones didácticas aplicables
en contextos diferentes.
En este ejemplo se trata de un comportamiento en
el que el alumno aplica indicaciones didácticas aprendidas
para otro contexto y que han quedado memorizadas con tanta
fuerza que afloran como intuiciones de ayuda en momentos de
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incertiduobre.
Laura. N
0 ti de 72 de EGP. Para contestar a la
pregunta nO Sc, que ha dejado en blanco, nos dice en la
entrevista
Laur& Pondría ¿—4.
Profesora: ¿Por qué?
Laura: Porque lo que está sumando pasa restando
al otro lado.
En primer lugar es improbable que el profesor
que ha tenido Laura le haya dado esa instrucción directamen-
te pues aunque, en las ecuaciones, la transposición de
tórcinos de un miembro do la ecuación al otro, produce ese
efecto, este corportcrniento no ce urna regla matenMica a
aplicar. Laura, por tanto, ha captado esta instrucción por
alg’ln indicio impWcitn.
En segundo lugar, esta ssudorregla £olanw’nte
puede funcionar en las ecuaciones y en el ejercicio plarntua-
do se trata de una e:~presión algebraica con letras pero no
de una ecuación.

CAPITLLO 62
1. TIPOS DE CUESTIONARIOS SEGÚN LOS OBJETIVOS Y USOS
En Didáctica de las Matemáticas, cuando nos pro-
ponemos preparar un cuestionario, lo primero que tenemos que
pensar es en el objetivo que queremos conseguir.
Los cuestionarios serán distintos según los
objetivos que nos propongamos o el uso que vayamos a hacer
de ellos.
Hablemos de tres tipos de cuestionarios:
1. Do calificación.
2. De estudio de concepciones.
3. Pre—cuestionarios.
Vamos a estudiar qué características deberán
tener y cuáles son las diferencias a tener en cuenta a la
hora dc su elaboración.
1.1. flLiESTIONARIOS DE CALIFICACIÓN.
Estos cuestionarios se pueden a su vez subdivi-
dir en dos modalidades.
I.l.a. Para calificar a los alumnos individualmente.
I.1.b. Para evaluar la marcha de la ense~anza o del
grupo de alumnos.
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En la modalidad I.l.a. encontramos el tipo de
cuestionario que es usado habitualmente por el profesor para
dar las calificaciones a sus alumnos a lo largo del curso
escolar o al fin de un periódo determinado.
En este cuestionario interesa hacer una evalua—
citn de los conocimientos adquiridos por los alumnos, desde
el punto de vista de la calificación —este alumno sabe
responder a éstas preguntas o, a tantas preguntas de este
tipo; este otro alumno no ha llegado a responder un mínimo
de preguntas, etc...
En la modalidad I.1.b. nos interesa evaluar la
marcha de la clase globalmente —hay cierto número de alumnos
que han sabido responder a esta pregunta y .~4toe porcentajes
de 4xitos y de fracasos indican si se ha comprendido bien, o
no tan bien, este concepto determinado. O esta pregunta ha
sido respondida por un escaso porcentaje de alumnos, lo cual
indica que no ha sido correctamente asimilado lo que la
pregunta incluía como concepto o técnica clave, y por tanto
habrá que buscar el motivo del fracaso, etc...
En ambos casos para elegir las preguntas tenemos
unos condicionamientos comunes:
12. Se trata da evitar repeticiones inútiles.
Las preguntas se eligen de forma variada inten-
tando que en cada una de ellas se pueda analizar ~Q4 carac-
terística determinada del conocimiento que nos interesa Y
que estas características sean distintas de una a otra
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pregunta. Así evitamos plantear preguntas que vayan a servir
para el análisis de uno misma característica.
22. Interesa obtener la mayor cantidad de infor-
mación usando un mínimo de tiempo de los alumnos,
La lon~ttu~ de las preguntas debe controlarme
pare que, conteniendo Éstas todo lo que nos interesa
estudiar. sean por otra parte lo más breves posible.
32. Las preguntas deben tcner el máximo de inde-
pendencía posible.
Con ésto queremos decir>
Oue no haya implicaciones entre las preguntas,
que la respuesta correcta a una pregunta no ilaplique
necesariamente la respuesta correcta a otra, pues en ese
caso la primera pregunta Sería inútil.
Que no haya preguntas equivalentes. Es decir
que no haya preguntas que sean contestadas o falladas
simultáneamente por los alumnos, pues ésto haría inútil una
de las dos preguntas planteadas.
Hay que decir que no siempre se pueden plantear
preguntas totalmente independientes, pero insistamos en que
para este tipo de cuestionarios es conveniente el má~in,o de
independencia posible.
En el punto 1,3 veremos cómo los pre—cuestiona—
nos nos pueden ayudar en este problema.
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1-2. CUESTIONARIOS COMO PARTE DE UN ESTUDIO DE ONJCEPCIONES
La concepción es lo que liga al alumno con el
conocimiento.
Generalmente una concepción es más eficaz en
cierto dominio y puede producir errores en otro dominio
diferente. Hocemos un estudio “a priori” de las concepciones
y sus posibles dominios de eficacia.
Si identificamos, por ejemplo dos concepciones
Ci y C
2. y preparamos un cuestionario con un conjunto de
ejercicios de cierto tipo E,, que se adaptan mejor a C., y
otros ejercicios Es que se adaptan a Ca, un alumno que tenga
la concepción Ca, al resolver los ejercicios Ea coseterá más
errores que al plantearse los Es y viceversa, de modo que
las diferencias en el número de errores cometidos en cada
uno de los tipos Es y E2 puede decirnos si se usa una u otra
de esas concepciones.
No se trata aquí de distinguir si una concepción
es correcta o no, se trata de dos concepciones que pueden
ser correctas las dos pero que una de ellas en ciertos
dominios produce más errores. Esto puede ser, por ejemplo,
porque implique una actividad —intelectual o mecánica— más
complicada o más larga. De modo que no se trata de separar
concepciones incorrectas o correctas, sino de estudiar las
distintas concepciones que hayamos podido plantear como
hipótesis.
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Las concepciones, y sus dominios de eficacia,
deben estar estudiados a priori; y si aparecen alumnos que
son mejores en E1 que en E, y otros al revés, se podría
explicar esto por 3as distintas concepciones, pero, con esto
sólo, no se debe dar como segura esta interpretación. Des—
pués se trataría de verificar esta hipótesis a travte de
entrevistas individuales con los alumnos, tratando de averi-
guar el por qué de sus respuestas, la razón de sus compor-
tamientos.
5e estudiarían los tipos de errores cometidos
etc. Todo ello formaría parte del estudio de concepciones.
1.3. PREaJESTIONARIOS
Para elegir las preguntas del mejor modo posible
se puede hacer una investigación previa mediante un pre
cuestionario. Con el estudio de los resultados obtenidos se
puede tener in-formecidn sobre las preguntas y sobre las
condiciones óptimas de planteamiento de esas preguntas. Los
pre cuestionarios nos pueden servir para:
— Reducir el nóero de preguntas necesarias para
un estudio determinado.
Esto podría consistir en plantear a un grupo de
alumnos un gran número de preguntas —supongamos de manera
ideal que se plantearan 300 o 400 preguntas. A continuación
haríamos un análisis factorial de los resultados y si se
encontraba que por ejemplo 20 preguntas suponían un 907. de
la inercia del análisis estadístico, ésto querría decir que
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esas 20 preguntas representaban muy bien al conjunto de las
300 y que conociendo las respuestas de un alumno a estas 20
podríamos prever con un mínimo de error las respuestas de
ese alumno a las demás.
Este, se puede decir, que es un uso hipotético
pues el costo para los alumnos encuestados sería muy alto en
horas de trabajo, y tendría que estar muy justificado el uso
de un cuestionario así; pero, estudiando un precuestionario,
pueden seleccionarse las preguntas que más nos interesafl
bien seleccionando las preguntas que aportan mayores valores
a la inercia del estudio estadístico, bien desechando
aquellas preguntas que han sido respondidas por todos los
alumnos —o prácticamente todos—, o aquellas otras quc nO han
sido respondidas por casi ninguno, ya que la información que
aportan no nos ayuda a calificar a los alumnos.
Un segundo uso de los precuestionarios sería
tratar de estudiar relaciones entre 1~5 ~Cg2untC5. Haciendo
comparaciones entre aquellas que a priori se han planteado
como independientes. Tratando de encontrar cúales son las
progLintas cuya respuesta correcta implica la correcta res-
puesta a otras. 0 aquellas preguntas ligadas por el éxito en
ambas o el fracaso en ambas que serian preguntas equivalen-
tes etc,..
Este estudio de implicaciones y de equivalencias
se puede hacer en Estadística con eí cruzado de preguntas
dos a dos. (Oráficos 6.10, 6.il y 6.12>
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Existe, también ,una forma de estudiar las
implicaciones que es el árbol implicativo ~ ~-ass. La
formación del árbol implicativo lleva al reconocimiento de
las preguntas clave de un cuestionario; es decir, nos lleva
a una selección de preguntas representativas de todo el
cuestionario. De este modo, planteando a los alumnos esta
selección, podemos conseguir la misma información con menor
número de preguntas.
II. ANALISIS cRiTICO DEL CUESTIONARIO. PLANWAItIENTO
.
¿Por qué me planteo yo la necesidad de un cues-
tionario sobre las inecuaciones? ¿Cuáles son las preguntas
que el cuestionario creo que me va a responder?
Ngunas de ellas se exponen a continuación,
1.0cuáles son los comportamientos más frecuentes
usados por los alumnos al resolver un problema de
inecuacionesr
(Los tipos de comportasientos esperados Ye especi-
fican más adelante en el estudio directo del cuestionario).
Respecto a ésto me gustaría saber si el apren-
dizaje actual del álgebra —que estimo “formal” en el sentido
que le da Chavallard— prepara de forma adecuada para el uso
“funcional” del álgebra (Chevallard, 1986>.
2. ¿Cuáles son los errores y dificultades de los
alumnos en álgebra al trabajar con inecuaciones’.
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2.1. Desearía saber si los errores de cálculo
detectados en numerosas investigaciones, como los errores
producidos por el manejo del cero <Pascal, 19801, o los
debidos a la “erntensión de la distributividad” <Vergnaud).
etc, estudiados sobre igualdades, se revelan del mismo modo,
o con mayor o menor frecuencia en las desigualdades.
2.2. Deseo investigar los errores inherentes
al uso de las letras en sus difercntes posibilidades: incóg—
ni ta, parámetro, función,...; y cuáles de estos usos, de las
letras, ofrecen mayores dificultades al alumno en el caso de
las inecuaciones.
a. ¿Cuál es la influencia del uso de, esquemas
lineales <llamo así a las representaciones sobre la recta
real de los intervalos solución), o de representaciones
gráficas en coordenadas cartesianas (esto es, representar
las rectas y parábolas), en el éxito de las respuestas?.
4. ¿Se dan diferencias de éxito en el cálculo de
dominios de funciones <irracionales de índice par o logarít—
micas o de otro tipo) dónde se requiera resolver una in—
ecuación tomo por ojempí 01
¡
fed= Vx~— 2x2— x + 2 6 g<x>a log < l/x~— 3>¿ • 2)
entre alumnos que están habituados a resolver inecuaciones
mediante el uso de las gráficas correspondientes <estos
alumnos no conocerán la representación en el caso de la
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irracional del ejemplo indicadoh y los habituados a descom-
poner en factores binomios y estudiar el signo del producto
de estos factores? <alumnos que son los que usan el esquema
lineal para terminar el ejercicio).
De acuerdo con esto también quedan planteadas,
como interrogantes! algunas hipótesis:
¿Tener un dominio del cálculo algebraico favo-
rece el uso de un tipo algebraico de razonamiento? o por el
contrario
¿Haber adquirido un dominio del cálculo alge-
braico favorece el uso de procedimientos sintácticos de
razonamiento?
O todavía hipótesis de este otro tipo:
Los alumnos que usan las gráficas cartesianas
para el estudio de las soluciones de las inecuaciones ¿son
los que eligen razonamientos de tipo sintáctico?
11.1 - ELECCIÓN DE PREGUNTAS
La elección de las preguntas es quizá la parte
más delicada del cuestionario.
Acabamos de decir que muchas veces usamos de un
precuestionario precisamente para poder perfeccionar su
planteamiento, observar posibles efectos no previstos, es-
tudiar el orden de presentación o corregir la longitud del
cuestionario etc...
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Para elegir las preguntas hay que tener en cuen-
ta ~j tino ~e £uestionari o que querecos hacer.
Por ejemplo si tenemos una pregunta que a priori
parece que debe ser contestada por todos o casi todos los
alumnos esta pregunta podrá servir para un cuestionario de
evaluación de alumnos del tipo 1 o para ver si se ha cumpli-
do efectivamente el objetivo de ense~anca, pero no servirá
para estudiar las preguntas en el tipo de cuestionario 2 o 3
pues no nos ayudará a discernir diferencias que es lo que
necesitamos.
O si por ejemplo planteamos preguntas para
observar un caracter determinado deberemos estar seguro de
que entre dos preguntas semejantes la única diforencia es
realmente ese carácter a observar y que esas preguntas son
realmente independientes respecto a él, aunque ya hemos
dicho más arriba que a veces no es posible plantear pregun-
tas independientes. Por ejemplo cuando se estudia la in—
{luencia dol tama~o de los números en las operaciones, “lo
que se lleva”, es decir las unidades del orden superior al
que estamos trabajando y que se arrastran, aparece ligado al
empleo de los números grandes y no lo podemos independizar
del uso de esos números,
11.2. PRESENTACIÓN DEL CUESTIONARIO
Este cuestionario (Anexo VIII) que presentamos
quiere servir al tipo 3 de los enumerados más arriba, es
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decir se trata de un precuestionario del que intentamos
sacar conclusiones para elaborar otros cuestionarios,
La elección de preguntas, en el cuestionario
(Anexo VIII) que vamos a estudiar, se ha hecho buscando una
primera parte de cálculo>
Son las cinco primeras preguntas <SE.., 515, PAR,
FAC y SEGI. que han sido elegidas para la observación de
algunos fenómenos y errores habituales en álgebra, como:
— La incorrecta interpretación de las notaciones
(primera pregunta: SOL>
— El error que se puede cometer al multiplicar
una desigualdad por un número negativo (preguntas SOL y BIS)
— LI empleo del cálculo ecuacional eh las des-
igualdades (preguntas PAR y LES).
— La manipulación exclusivamente formal de expre-
sienes algebraicas (cuarta pregunta> PACí
Analizados en el caso de las inecuaciones de dos
maneras distintas:
— Sobre el éxito (bien o mal, éxito o fracaso) y
— Sobre los comportamientos
Posteriormente se quiere comparar estos resulta-
des con los de otro cuestionario similar a éste pero con
ecuaciones.
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Con la comparación de ambos se quiere observar
si los errores habituales en álgebra, al trabajar con igual-
dades, disminuyen, aumentan o cambian de carácter en los
ejercicios con desigualdades. Se trata de analizar la hipó-
tesis de que sí tratamiento de las inecuaciones se realiza
como si se tratara de ecuaciones, simplemente, “un poco
diferentes”.
Cuatro de las cinco cuestiones de cálculo se han
planteado con la palabra “Resuelve.,.”. Este es el modo
habitual en que los profesores plantean estas preguntas a
los alumnos, y no se ha querido modificar para estudiar,
precisamente, cúal es el tipo de respuesta qué provoca en
el 105.
Solamente en una pregunta de las de cálculo,
concretamente la número 2 (515). se pide “Compara entre Sí
los conjuntos solución de ambas” en vez de smpleer él
enunciado habitual, Con ello se trata de observar si dismi-
nuye el número dc respuestas correctas o varía el comporta-
miento del alumno para buscar la respuesta al no encontrar
exactamente la palabra “mágica”> Resolver,..”
La pregunta 6 (NUW:
“Demuestra que la suma de don números impares
consecutivos es mayor que el doble del primero de ellos”
es semejante a un ejemplo con igualdades propuesto por Y.
CHEVALLARD para la presentación funcionál del álgebra,
Ha sido escogida para:
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Observar las formas de respuesta empleadas por
los alumnos. R’azonamientos “algebraico”, “verbal” o
“pseudcalgebraico”.
La pregunta mIsero 7 (FU?~) del cuestionario es
una pregunta sobre el uso de las letras en el status de
función y de incógnita.
Se trata de comparar las respuestas de los
alumnos en el caso de la igualdad y la desigualdad. Como,
normalmente, el alumno ha trabajado ya mucho con las expre-
siones del tipo:
ytS—2x)/3
y. probablemente, hubiera identificado la recta y los infi-
nitos pares de valores, hemos preferido empezar por la
expresión
y < (5—2x>/3
tratando de obtener unas respuestas “vírgenes” evitando una
anflggia espontánea e irreflexiva, con el caso de la rela-
ción de igualdad. si ésta era analizada en un momento inme-
diatamente anterior,
La pregunta macero 6 (FRA> es especial. En pri-
mer lugar se observa que no se trata de un simple ejercicio
mecánico de resolución de inecuaciones. Se pide realizar una
verdadera demostraciÓn. Nos encontramos ante un use funcio-
mal del álgebra, en este caso a través de la desigualdad.
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En segundo lugar los alumnos van a encontrarse
con el ogro” de las letras, Tenemos dos posibilidades de
enunciado (Posibilidad A y posibilidad E> y según cuál
escojamos variaremos el efecto sobre los alumnos. Las
estudiaremos en el punto siguiente.
11.3. ESTUDIO PREVIO DE POSIBLES RESPUESTAS
En los cinco primeros ejercicios, que son de
cálculo, se espera descubrir algunos errores frecuentes en
el cálculo de ecuaciones, como ya hemos dicho.
esperados
siguientes
cicio “de
algebraico
En el ejercicio número 6, los modos de respuesta
en el estudio previo de posibilidades son los
a, Plantear la inecuaciÓn. Se trata de un ejer—
letra” dónde se puede hacer un planteamiento
de la proposición dada.
Aunque sea de forma sencilla, el alumno debe
hacer una simbolicación para deducir de ella la certeza de
la afirmación. Debe plantear:
(2x+l)-f(2x-4-Z> 2(2x+1l
y tratar de resolver para obtener la demostracihl
2x+V4-2x+3 4x+2
4x+4 > 4x+2
4>2
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esta desigualdad equivalente a la primera demuestra el
enunciado.
Esto es lo que vamos a llamar un método de
razonamiento algebraico o formal.
b. Elegir un razonamiento en términos de ordeo,
bien sea verbal> “Tengo un número impar que os anterior, es
decir menor que otro impar que le sigue....” etc., es decir,
mediante palabras y oracionesi o bien sea seudoalgebraico:
“Si tengo que:
2x+l 2x-kT
y sumo a los dos miembros de la desigualdad el número menor:
(2>~+l) tendré:
(2x+1)+(2¡-4-1l (2x-*3)-uZx+l)
“el doble” “la suma”
es decir el doble del pequeRo es menor que la suma de los
dos con lo que queda probado”.
A estos tipos “b” de razonamiento les llamare-
mos verba! y seudoalgebraico
Con ésto, como hemos dicho más arriba. se quería
ver si el trabajo con inecuaciones favorece, o revela, más
que las ecuaciones este uso funcional del álgebra ya que en
las ecuaciones este tipo de razonamiento verbal práctica-
mente ha desaparecido por la fuerza de la simbolización
algebraica y del automatismo de cálculo.
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Este razonamiento verbal sería una pervivenc~a
del razonamiento aritmético, dónde sí matemático lleva las
riendas de les cálculos que va haciendo. sin abandonarse, o
abandonándose muy ligeramente, a los métodos numéricos.
En el ejercicio número 7. se espera que los
alumnos, al encontrarse con una desigualdad que no presenta
el aspecto de ninguna de las inecuaciones, o sistemas de
inecuaciones. “normales”, reflexionen de forma más libre, y
encuentren que la desigualdad no establece una función, en
el sentido conocido de que a cada valor de “x” le correspon-’
de uno determinado y único de “y”. sino que esa relación
determina un conjunto do pares de valores mucho más amplio,
en el que a cada valor de “x” le corresponden a su vez
infinitos valores de “y”.
En el apartado cl¿.Sabes que quiere decir “resol-
ver una inecuación”7¿Sabes resolverla? Si has respondido
afirmativamente, resuélvela
Se intenta comprobar si. el alumno asocia, auto-
máticamente. la palabra “resolver” con el concepto de ecua—
ciór. Si lo hace realizará una de las posibilidades si—
gui entes>
1. Forzar una ecuación, por ejemplo igualando a
cero en la forma
= O
2. Responder que no se puede “resolver” porque
“no hay una ecuación”.
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Por último en el apartado dI se les pide el mismo
estudio, con la igualdad, para hacerlos volver sobre sus
respuestas anteriores y ver si establecen las diferencias
por ti nentes.
En el ejercicio número 9. vamos a analizar dos
posibilidades de enunciado.
Posibilidad A
Enunciado””De las fracciones F/N y P4-1/N+l
¿cuál es la mayor, con la condición O P N 7”
Posibilidad 8:
cl- 1
Enunciado.’”De las fracciones c/a y ——— con
a-f- 1
a>0 y c>0 ¿Cuál crees que es mayor? Demuéstral o”
Vamos a estudiar posibles respuestas:
Posibles resouestas a la nosibilidad “A”
>
RI.Resolución sesiántica
Imaginemos en un colegio una clase con la
siguiente composición>
F : número de ni~as
N : número total de alumnos en la clase
Entonces! F/N prOporción de nflTas en esa clase
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Si llega una nueva niRa tendremos:
número de niRas
Nl-> : número total
Proporción: F+1/N+l que desde luego es mayor
que la anterior. Es decir la proporción ha aumentado:
F4-l P
N-*1 N
RZ. Resolución teniendo en cuenta el orden y loe
límites
Sabemos que O F/N < 1
F+n
Si calculo el límite: Ii — 1
n>e N+n
Pero de este resultado no se puede deducir que
la sucesión sea monótona y monótona creciente, es decir que
para todo “n” se cumpla:
F+n-4-l r+n
>0
N+n~l Nen
F+1 F
O sea que en particular> ——— —
N’l-l N
De manera que este modo de resolución no será válido.
R3.Resols.ción algorítmica o algebraica
E F+1
Supongamos por ejemplo que> — ——— <II
N N+1
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Como N)C’ y N+l>0 , tendremos>
F(N * 1) N(F+l)
FN+F NFI-N
F<N
Desigualdad equivalente a la primera. Esta se
cumple precisamente porque es la condición dada, luego la
desigualdad (II. de la página anterior, es cierta.
R4.Fore,a de resolución “aritética a,ixta”
Se realiza en pasos sucesivos.
al Tomo F/N y aumento el numerador en una
untdad.La fracción aumenta.
F F+1
N N
bí Si en esta segunda fracción aumento el deno-
minador la fracción disminuye:
F-4-l F+l
N N-f-1
cl Para llegar a la última fracción hemos aumen-
tado, en el primer paso, y luego disminuido, en el segundo,
de codo que lo que tengo que saber es si el aumento ha sido
mayor o menor que la disminución.
Aumento en el primer paso
F+l F 1
N N N
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Disminución en el segundo paso:
N#1 N N(N+1)
F4-l
N(N-*I) N(N+I)
<N*i) (F*l> NF+N—NF—N—F—l
N<N-4’1l N(N-4-Il
1 F+l
N N+>
Teniendo en cuenta la condición F<N tenemos por
consiguiente> F+l<N+i , es decir que la fracción!
<F4-l ) / <N+1 1
es menor que la unidad y multiplica al factor de cambio
(l/N). es decir que lo disminuye. Por lo cual la cantidad
que se disminuye en el segundo cambio es sAs pequeRa que la
que se aumenta en al primero y en le sucesión de los dos se
produce como resultado un aumento, es decir;
F F+1
N N+í
Posibles resouestas a la oosibilidad “1<”
>
RI.Resolucióm Semántica
Aquí caben las tres posibilidades: a=c , a>c y
a<c, lo cual hace que no sea fácil pensar en la fracción a/c
como parte de un todo unidad c/c. Creo que en este plantea—
miento es mucho más difícil encontrar esta respuesta.
R2.ResoluciÓn teniendo en cuenta el Orden y los
limites.
557
ya hemos visto que no es posible.
R5. Resolución algorítmica o algebraica
Esta quizá sea la que mejor se ajusta a este
planteamiento, pues al llegar a la expresión:
a~ c
se pueden estudiar los dos casos!
Si c<
Si c>
c c-f-1
a a-<-1
c c+1
a al->
R.4.Resolución “aritmética”
Esta forma de resolver también se adapta bien a
los dos casos (no triviales> posibles ya que en la con-
clusión entra la desigualdad a<c O a>c.
En el cuestionario se ha optado por el enunciado
en la posibilidad 8. Esperamos observar mejor el caso de la
letra con valor único o valor múltiple. Solamente se limita
al caso “a >0” y “c >0”.
III. ESTUDIO ESTADÍSTICO
.
La Estadística informática proporciona unas
posibilidades de tratamiento de datos que son muy
interesantes desde el punto de vista de la Didáctica.
SSS
Uno de los momentos más necesarios para su
empleo es, como hemos visto en el capítulo ~ cuando el
número de datos recogidos es muy elevado. Entonces la Infor-
mática aporta toda una tecnología que desarrolla y simplifí—
ca eí tratamiento de datos estadísticos; pero, aunque el
número de datos no sea excesivamente grande, siempre Supone
una ayuda para su interpretación.
Con el programa STATITCF, hemos empleado, en el
punto III del capítulo 52. diferentes análisis!
Análisis factorial de correspondencias
Análisis en componentes principales
Clasificación automática
etc.
En ellos. se han utilizado dos posibilidades>
hacer el estudio sobre las filas o sobre las columnas. Esta
doble posibilidad permite hacer estudios sobre la población
—las observaciones efectuadas, en nuestro caso los alusnos—
y estudios sobre las variables —preguntas, caracteres de
esas preguntas etc.
También hemos visto cómo existe la posibilidad
de introducir ALUMNOS SUPLEMENTARIOS, que figuran colocados
en las gráficas, como referencia, pero cuyos datos no son
tenidos en cuenta a la hora de calcular los índices y rela-
ciones. Esto sirve para introducir “alumnos tipo”. Por
ejemplo un alumno que ha respondido bien a las primeras
cinco preguntas y no ha respondido a las tres últimas se
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introduce como!
S~ 11111000
y su posición sobre la gráfica marcará la “nube”
de alumnos que han respondido de forma análoga a ésta.
Las posibilidades son muy numerosas y en este
ejercicio hemos empleado algunas de ellas.
Se estudiarán, ahora, las respuestas de los
alumnos desde el punto de vista Éxito y Fracaso.
Se obtiene, a través del ordenador, la matrL~ a
dato~ (Gráfico 6.11
Hacemos un anáLisis t~stgrkfl ~ CC5!PQfl~eDz
cias <El principio de este análisis es el Gráfico 6.21 y
empezamos a estudiar los resultados obtenidos. Este gráfico
nos da la contribución a la inercia total de coda uno de los
ejes. Esto nárca la “importancia” de cada uno de ellos,
Entre >es tres primeros se consigue una inercia de
26.0 + 20.8 + 16.8 = 65.6 X
que es bastante importante. Si entre los dos o tres primeros
ejes se consiguen inercias del 80 ‘Z o más, el análisis sobre
esos ejes sin tener en cuenta los demás es muy fiable.
En el Gráfico 6.3. tenemos varias columnas para
cada Cje. En la primera los valores de las coordenadas,
correspondientes a cada pregunta, en la representación que
6-re~~’cc 6.1
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luego se imprime, eligiendo los ajes de dos en dos. En la
segunda el valor de los cosenos cuadrados y en la tercera la
contribución de cada pregunta a la inercia del eje.
En el Gráfico 6.5. tenemos lo mismo pero aquí
para las lineas, es decir para los alumnos.
Sobre el gráfico de ejes: 1 horizontal, 2 verti-
cal del análisis factorial de correspondencias (Gráfico
6.4>, se estudia la posición de las preguntas del cuestiona-
rio —quizá mejor dicho! precuestionario.
Cose4itario 1: 21~ ~ gagos, D 25.ts el. ~ie 1, a
?5~ Y ~ .~4fl QC~=1ifle.~ entre sí.
Sobre la matriz de datos (Gráfico 6.1> se
comprueba esta proximidad de las preguntas PAR y SOL porque
~gi ~rea alumnos que han respondido a la pregunta PAR han,
también, respondido a la pregunta SOL y 28 alumnos no han
respondido a ninguna de las dos, de modo que hay 71 alumnos
que han respondido de la misma forma a las dos preguntas.
Estas preguntas están ligadas por los alumnos.
Sobre la representación gráfica del plano 1—2
(en el Gráfico 6.4> se ven [os tres alumnos de que hablamos
el 001. el Oíl y el 0231 en la misma zona que las pre-
guntas PAR y SOL, a las cuales ligan.
Los alumnos que han respondido bien a SOL y mal
a PAR son cinco, los números 005,006.007,úog y el 031 (que
se encuentra escondido en el gráfico detrás del OOóh.Estos
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se encuentran atraidos por SOL y rechazados por F’AS de modo
que no están opuestos al grupo SOL,PAR pero tampoco dema-
siado próximos.
El alumno 007 de este grupo se encuentra un poco
separado de los otros, incluso con coordenada negativa res-
pecio al eje 5, porque vemos que es el único de entre ellos
que ha respondi do a la pregunta GIS y por tanto se encuentra
atraido también por ella. Esta atracción produce su despla-
zamiento hacia la izda.
Se ve así cómo la representación simultánea de
alumnos y preguntas es un gráfico dónde se pueden “leer’ las
relaciones que aparecen entre ambos conjuntos de decentes:
los alumnos y las preguntas del cuestionario.
Comentario 2: La ~regunta SIL es la más si gni 4x—
cativa. es decir la que más discrimina.
Esto puede apreciarse de varias maneras en el
estudio estadístico.
a. Por su posición aislada y opuesta respecto a
las demás preguntas en el gráfico. Opuesta a SOL y PAR
respecto al eje 1 y opuesta a NUM. FRA. FAC y LES respecto
al eje 2.
b. Por los valores de sus coordenadas. Estos
valores vienen dados (Gráfico 6.51 por las primeras columnas
de cada eje. En el caso de GIS yen el grMico de ejes 1—2
es la única pregunta que tiene las dos negativas y una de
ellas de valor absoluto muy grande (—2.277, 0.4611.
567
c. Pcr los valores de los cosenos cuadrados que
so miden en las segundas columnas de cada eje (Gráfico
5.2). En el eje 5 LIS tiene el valor que más se separa delos
otros 0.892). Después en el eje 2 le siguen PAR con (0.795)
y SOL con (0.467) que también son bastante representativas
según estamos viendo.
d. Por su contribución a la inercia de los ejes.
Se puede ver en las terceras columnas del misno Gráfico. La
prcgL.nts LIS contribuye al primer Cje con una inercia de
76.9. frente a una inercia de 54.4 para PAR o 19.0 para SOL
en el segundo, que son las que le siguen en importancia.
Comentario 3! Las prgngntas SOL y PAR +orman
g=cg ~s1e discriminatorio de los alumnos
El alumno 017 sólo ha respondido a esas dos
preguntas bien.
Los alumnos 003, 006 y Cl 031 (escondido por el
006) se encuentran en la misma poszcidn respecto a SOL y PAR
por un lado, pues han respondido del mismo modo a esas
preguntas (los tres bien a SOL, y los tres mal a PAPI y
respecto a FPC y LEO por otro (éstas han sido respondidas
bien por los tres).
Comentario 4: Los alumnos 015 y 0~3 tienen mar—
ca su pg~Lg~A~ EQD la ~reguota SIL ya que es la única que
han respondido y por tanto la única que ejerce atracción
sobre ellos <Sráiico 6.41.
Por otra parte, si hacesos el 4NALISIS EN
cOMPONENTES PMNCIPALEL y estudiamos en concreto los alumnos
(105 individuos> solamente (Gráfico 6.61 podemos ver juntos
alumnos que han respondido de la misma forma a algunas
preguntas que son más características que otras. Si rodeamos
con un c¿rcu>o los alumnos quehan respondido mejo< (6
preguntas bien>, con un cuadrado los que han respondido 5
preguntas y ccn un triángulo los que han respondido 4 bien!
encontramos una linea que separa a los alumnos y que podemos
llamar línea E,cIto—pracaso.
‘También en este ~nálisis en componentes princi—
paSes podemos estudiar los gráficos de los c{rculos de
correlactones <Gráficos 6.7, 6’S y 6.91 también es posible
e,traor algunas conclusiones interesantes,
Comentario 5: Las ~r~untas FPC y jEG en los
Gráficos ~7 y 4~2 an~ces~o e~re~~t&i
Se ven como si fueran preguntas Semejantes.
Se podría decir que existe una dependencia. Esta dependencia
se comprueba en la tabla de datos (Gráfico 6.11 pues un
total de 27 alumnos de los 26 las han respondido de la alisma
forma (5 de ellos las dos bien, 22 de ellos, las dos salí.
Y lo que pasa es que, realmente, sor preguntas
muy parecidas. (La razón de haber incluido ambas era para
observar los comportaflicntOs, es decir, la manera de resol—
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ver, no el a, ito o fracasol . La dependencia que se comprueba
no es una dependencia creada por las respuestas de los
.lu,,nos. sino por los caracteres comunes a priori de ambas
prcgunt es.
Comentario 6~ ~t~A LA QCOSYQtA FIN se encuen-
tra escondida detrás de la
2reg~nta FAO en el circulo de
correlaciones del Grafico 6.9, pero solamente en ése. De
nuevo se observa que salen 22 coincidencias entre los 26
a> Limnos.
Entre estas dos preguntas ya puede ser más
interesante esta coincidencia pues los caracteres de ambas
no son coincidentes a priori. Es decir, se trata a priori de
preguntas independientes que aparecen ligadas ahora por los
al umnos.
En el análisis factorial de correspondencias
estas preguntas están efectivamente bastante próximas en el
gráfico 6.4 y en los gráficos de las otras parejas de ejes
‘qus no figuran en el texto por no sobrecargarlo)
Por tanto noria bueno hacer un cruzamionto de
estas preguntas para asegurar su relación de dependencia o
independencia.
El cruzamiento (Gráfico 6.101 nos dice e4sctiva—
mente que hay 22 coincidencias de respuesta (16 respuestas
del tipo “0,0” y 6 respuestas del tipo ¼.1’l pero no hay un
cero en ninguna de las otras dos posiciones, así que la
implicación no es muy clara. El número mas bajo es el 4 que
corresponde a 0 en FUN y 1 en F~C; es decir, “alumnos que
6~AP,(O Co
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sin saber FUN puedan responder a FAD’ sólo hay 4, pero de
los 10 que han respondido bien a FAO hay 6 que saben respon-
der a FUN. La situación es la siguiente:
VARIABLE EN LINEAS PUN VARIABLE EN COLUMNAS FAO
Efectivos observados
0 1 TOTAL
0 >6 4 20
1 10 6 16
ItTAL 26 lO 56
hay una implicación pero débil de FAO 5> FUL
Comentario 7: Existe un caso de implicación
claro entre las preguntas SOL y PAR (Gráfico 6.11>. Se ha
notado porque aparece un cero en el lugar: rJ para SOL y 1
para PAR • asto quiere decir que no hay alumnos Que sin
responder a SOL hayan respondido a PAR, es decir! todos los
que saben PAR saben SOL. O dicho de otra manera.” “ saber PAR”
implica “saBer LOL”
PAR 5> SOL
Pero hay una dificultad para aceptar este re-
multado directamente y es que el cuestionario está pasado a
tan pocos alumnos que hay un número en la tabla (eL 3. que
corresponde a 1 en SOL y 1 en PAR) que resulta ser menor que
5 cine parece ser el minimo admitido para que el resultado
Sea representativo.
En el caso del cruzamiento PARI~E <Gráfico
576
6- ~AFI(C CII
8¡0fl385333> TAlLECí CROS52SiTEST KNI—2 33*8103¡1333
CA¡ACTE3IST>OTJES 340 <mOlER ¡ O!TOTM.
T>T8! > ESW,.TMOS TOTALES
R6H&9E 1 IISERVATJOIS: 36 30*93! ¡E WIAILES> 3
lITRE DO DIISS>ER > CRUZARIENTO S&IPAR
V~AOtE Le LIBES • La VAOIAnE EM raens • PAR
EFEECTIES ¡ReVES
r/-Y 0 5 TOTAL 2
O 28 0 29 Q 9A¿
1 3 3 8
o’
TOTAL 33 3 16
flhI-2 MC FAC’OJR ¡E CflqRECTI~ 3! COEETIOIJ(TE • 7.07¡ 8.3.L. ‘ 1 Probo 0.77!
K502-’2 SMES PACTBffi DE C83FECIIOO DE CIITINUITE • 33.455 D.D.t. • ¡ Probo • 0.091
r,teo:o¡lrOl TA¡LEAL’> CtDISESITEST K131’2 3lelC333DlI3
CARACTEEISTIOO!ES DO <mOlER! ESTITAL
lITRE O ¡!SItTAIOS TOTALES
00*2*! ¡ ODSERVATS0*C.> Si 30433! ¡E VARSAkES E
TITRE DO >~IER ERIIAflENiO SIL/PAR
<ASUELE EM LlENES t SOL VARIABLE EM COLOMOES • >22*
EFFECLIFS T¡E03505E5
0 1 TOTAL
3 25.67 2.33 23.00
5 7.13 0.67 3.00
TOTAL 33.00 3.09 36.00
LDU-2 0097 <ALTEe 3! CECíIWI DE CO3fíM3iE • 7.072 ¡.D.L. • ¡ Probo • 0.77%
<1<3-2 SAN> FACTEIR DE CW!CTIOI DE COIETINIJIIE’ 33.455 3.¡.L. • 3 PuM • 0.091
57,
6.12) se observa una tendencia a la equivalencia pues hay
más alumnos en la diagonal 24 — O que en la otra diagonal 3
—
9.poro sin embargo hay más alumnos que contestan a LES (9
alLianomí que los que contestan a PAR <5 alumnos¡ <le modo que
no son aqitivalentos.
Hay otra parte del programa de estadistica que
se llama CLASIFICACIóN AUTOTIATICA y que también aporta in-
formación que se analiza a continuación.
El estudio se puede hacer sobre las lineas
<alumnos> Gráficos 6.13 y 6.14) o sobre las columnas (pre-
guntas> <Gráficos 6.15 y 6.16). En ambos casos se ha hecho
sobre la distancia euclidiana que es la que mejor se corres-
ponde con los estudios hechos antes. (Hemos hecho también el
estudio sobre la distancia de Jaccard pero no nos ha dado
resultedos interesantes)
El brbol jerárquico se puede formar eligiendo en
la partición el número de clases que nos intere. Aqu= se
han elegido 5 después de ver las cortaduras formadas por 4.
6 y 7 clases porque nos ha parecido la más equilibrada.
Estudiándola se pueden ver reflejadas algunas de
les observaciones ya efectuadas. Por ejemplo a te clase uno
(Gráfico 6.14) pertenecen los tres alumnos (051, 017,023)
que estaban ligados con las preguntas SOL y PAR’. Estas
preguntas son las que más contribuyen a la formación de la
clase l’SOL con 292 y PAR con 917 frente a 52 que es el
número siguiente en contribución a esta clase.
C-O=AFO(Q 6.12
$********t** TABLEAUX CROISES/TELT 09-01—2 t*t****•****
CARACTERISTICUES DU FICHIER : olITOTAL
TITRE > RESULTADOS TOTALES
NOMBRE O’ OBSERVATIONL NOMBRE OF VARIABLES
TITRE OU DOLSIER CRUZAMIENTO PAR/LES
VARIABLE EN LIGNES = PAR VARIABLE EN COLONNES
EFFECTIFS OBSERVES
TOTAL
9 33
0 3
o
0 24
TOTAL 27
Y,H!--2 AVEO FACTEUR DE
roba 72. 757.
KHI—2 EANS FACTEUR DE
roba 29.67%
9 36
CORRECTION DE CONTINUITE — 0.121
CORREcTION OS cONTINUITE I.QPi
D.D.L.
D.D.L.
*********&5* TABLEAUX CS’OISES/TEST OHI—2 **$******f**
CARACTERILTIOUES DU FICHIER
TI TRE
• B:ToTAL.
• RESULTADOS TOTALES
NOMBRE O’ DBLSRVATIDNS a 36 NOMBRE DE VARIABLES
TITRE DU COSBIER : CRUZAMIENTO PAR/SSS
VARIABLE EN L.IGNES a PAR VARIABLE EN COLONNES =
EFFECTIFS THEORIOUES
o
0 24.75
2.25
TOTAL 27.00
2 FACTEUR DE CORRECTION
TOTAL
9.25 33.00
0.75 3.00
9.00 36.00
DE CONTINUITE = 0,121 D.D.L. a
8
LEG
o
SF5
0<3
(2> 5•19
>3 P
001
0<4
009 -
*3> —
(>4 —
oíl —
072
<25 -
010
011
*31 —
Oíl
010
0<4
<23 —
(22
0(5
022 —
033 —
026 —
029
012
fu —
033
(¡5
003
e.
oíl
:30
006
oíl
of,
007
&OlA Ph CO G.i<i
)¡81¡’t¡fl IA1>WRIIIN 2* U 01>50005> “0<33533*
nC*AJ00E 3< LA ODEASflAIE
AIEMALlOIE 0EC&WEI (5 5 o-MIEs
rOAS> (FFELIEF 3<SUOPTIM MS
1> 3 ‘ 0051175$
2’ 20 0020040050093233¡2fi¡4A35031039324022024025
026 ¡21 023 021 010 ¡32 ¡33 014 335 036
1’ 7 ‘ OOSAOO*Co*3003A*23*l2
O 4 1 *07
5> 1 6>3
0330331003 ¡I7>WKTATZ2* II U PMTIT¡AN 1330<03338
mIflílelle 3< VOAIAUS mjiAiívff *5 0.630(3
0.AS0( 0.3 0.2 0.3 0.4 0.5 TOTAL
SAL 2>22 ¡9* III 8 724
flLuIlt 53 4) lIS 7 202
PAR 127 Al 8 3 1 3004
rC~X± 73 ¡~ 72 72 431
LES 23 9? 21 9 9 723
AJO 5 * ¡2 >2 Ml III
Fe 37 63 57 35 35 296
Pb * 3* 24 63 63 57*
‘Am 03w015
581
c-r~Á~oco 4¡5
300WTIW 3< U 030M0*3!
CflOMOftO MCI 00030013 atoeje — 10010$ 01 LA V3E
003 0 A O
002 0 *30*0
002 ~*025• A
~004 O o A
005 * A O
006 0000150 *
007 3*0* 250 o00
004 30*0 25430*0
000 0 * A
030 0 A 3
003 0 0 4
OC 033*0
003 * loe *600
000 3 • O
*10 3 0 3
036 0 0 0
~7 0300* A
0(M A 0 0
0!? 0 *30*0
020 3 * o
020 * 3000 3000
025 030*0
021 00.44 fi
024 0 0 0
021 01*00
(20 0 * 0
027 0 * 0
023 0 0000 0
411 0 4 ¶00*
010 0 A 3
013 30*0 250 0
08 0 030*0
Al: O 4 0
50 3 0 0
3» 0 0 6
016 4 0000 3000
59 130 6003 532 531 5!0 6035
3000 2*0 05 36
321 00 20 10
444 200 020 343
O 0 *30*0
• 030*0 029
440 200 35 04
23 000 67 44
20 204 05 040
• A *30*0
0000 300 m 345
0 000*0029
36? 44 20 429
2* 3” 252 e’
3 0 33000
• 00*0 2* 20
30*0 3*0 A> 213
444 300 67 44
• 030*0421
233 44 13 421
3 3000 4*7 25*
13 0*0 m 34~
36’ 00 20 20
444 044 m 043
0 0 00000
36’ 04 20 20
3 3300* 429
0 00*0 20 02’
067 000 47 233
521 44 21 029
o 00000 20
¡‘7 000 47 44
17’ 03 13 420
o ¡000 20 2*
03004 407 23*
O 3 030*0
13 03* ¿1 8*
a
PM
Fu
<OC
__ ¡3M
RU
a
0300030000 800’103030
30000000<3 IIIWWTATD• ¡0 LA 3011E lfllIl00¡0
3< U etUSaS 582
MJlEMCfilfl SOS 6OUF¡cc 6(6
ros¡ Enrie RflSrII• £3 OJOSO
o> 3 0 aun.
1’ 2 ‘ Ile
2’ 2 ‘ FACa
O 4 ¡ Ma
5 ¡ 1 mm
‘e33¡fl034 IelwUTfliS E U 8M73T¡M 301lC300t0
wTMíwT¡u u vahan Ma.si*,rn ea SS
0.6W 0.1 02 0.1 0.4 SIma.
000 VI lot 437 >1 20 ¡*04
442 50 U 121 3* 2* 439
033 42 05 25* 02* 0 067
304 54 II 36 335 04 0603
001 05 42 53 320 VI ¡a
606 ‘36 103 ¡SA 20 20 644
*07 34 U U 42 42 VI
— 42 la 5 02* la 017
*0? 54 II 36 VI 04 la
000 320 05 5 ¡2* 02* 5*
003 020 42 03 3)5 311 00*0
*02 04 u el 331 42 506
*03 3 11 07 20 lot 775
.14 34 25 36 535 ¡¡ ¡a
035 54 020 36 ¡0 II 30*0
036 U 75 437 Ivo is la
037 547 42 53 41 42 000
cíe ¡5 42 sí 320 120 eo.O
429 35 42 42 335 02 661
*2* 22 2*0 300 U 2*00*0
*20 42 ¡5 0 5 ¡2* 007
‘U III ¡M 36 AM 04 723
023 42 ¡5 8* ¡2* ¡01 662
*24 54 *1 u uis AS ¡*50
85 24? ‘1 34 U CM ¡II
426 25 u 53 375 m ¡*00
AS Ofl vi 00 320 sí ea
02* 3 3*0 05* U 33 644
02? 023 42 03 320 02 667
030 54 0’ 36 II MIS ¡0*0
41* 34 315 53 42 U DL
*5* ¡5 42 33 133 42 667
813 34 333 36 II II la
814 25 2*6 ¡5* 2*0 2*0 la
45 5’ ¡1 36 MI! 3M la
*56 3 35 37 2*0 70 310
583
Habíamos visto que el alumno 007 estaba separado
de su grupo por ser de entre ellos el que había respondido a
la pregunta SIL y aquí se encuentra separado en la clase 4 y
esta clase está precisamente marcada por la pregunta 515 con
un valor de 115 según se aprecia en la tabla de contri-
bución.
También en los Gráficos 6.15 y 6.16 podemos
comprobar algunos de nuestros asertos anteriores.
Por ejemplo la pregunta LIS se encuentra aislada
en la clase 2 (Gráfico 6.16). y esta clase está marcada
sobre todo por la contribución 975 dc los alumnos 015 y 033
que en el Gráfico 6.4 se localizan “tirando” de la pregunta
SIL, realmente.
IV. RESULTADDS DIDáCTICOS SOBRE LOS COMP~TA41IBWTOS
.
Sobre la cuestión “SOL, que estaba planteada
para estudiar la incorrecta interpretación de notaciones, en
particular, la del signo “—‘ ante la fracción, se obtiene
una respuesta de fracaso de II alumnos sobre 36±
3D 7.
El error de no cambiar de sentido la desigual-
dad, al multiplicar por un número negativo, lo cometen 17
alumnos, lo que representa el
47 7.
La cuestión solamente ha sido respondida satis-
factoriamente por 11 alumnos, Esto es, el 30 7. del total.
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Sobre la cuestión “srs. que se planteaba para
estudiar el cambio da sentido de la desigualdad, se contabi-
lizan 7 alumnos que cometen el error, lo que supone un
09 7.
Esto contrasta con el resultado de la cuestión
“SOL”, en la que el mismo error es cometido por el 30 7.. La
valoración que se hace de este hecho, es que parte del error
cometido anteriormente se debía al cálculo con fracciones,
que favorece la producción de errores.
Sobre las cuestiones “PAR’ y “SES”, en las que
se investigaba el comportamiento ecuacional en las
desigual dadas.
En la cuestión ‘SEG” se encuentran 11 alumnos
que resuelven la inecuación empleando la “fórmula”!
-b ±
:4>
2a
Este 30 ‘1. de alumnos hace una conversión de la fórmula de
resolución de las ecuaciones, a las inecuaciones. con el
simple artificio de sustituir el signo “=“ por el ‘7.”.
Trasplantan, así, una técnica aprendida para las ecuaciones
a estas otras relaciones que interpretan como ecuaciones
deformadas.
En la cuestión ‘PAR son solamente ((4 7.>, los
alumnos que realizan el cálculo con la fórmula adaptada, y,
sin embargo, de una e otra cuestión solamente cambia el
SRS
sentido de la desigualdad y el valor de los coeficientes.
Se dan DOS alumnos que cometen el error de
calculo: -f~”•’~’~”~Te = — 4 y ‘100 — 36 10 — 6. Este
error es una extensión del (a + b)2 a2+ b= estudiado por
Tonelle y que también se llama “extensión de la distributi-
vi dad’.
Sobre la cuestión “FAD”, en la que se estudia la
utilización exclusivamente “formal” de las técnicas de
cálculo.
Se pedía.’” Resolver la inecuación: (:4—3> (:4—2)20”
y se encuentran 17 alumnos. (47 ‘/2, que multiplican los bino-
mios para reconstruir el polinomio (x2— Sx + 6) que luego
vuelven a factorizar demostrando así un uso mecánico de las
técnicas adquiridas, que es lo que llamo un uso ‘formal”.
Sobre la cuestión NUM”, en la que se pide un
uso funcional del álgebra.
Le encuentran 18 alumnos (50 ‘¡.1 que siguen una
demostración de tipo algebraico, planteando uno de los dos
tipos de desigualdades!
a> x + <1< + 2) > 2x
b) (2x • 1) + <2x + 3) 2<2x + 1)
y transformándolas en otras equivalentes hasta llegar a la
desigualdad que lo demuestra.
Hay 4 alumnos (11 ‘1.) que siguen un razonamiento
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‘verbal “, y 5 alumnos (14 ‘/2 que siguen un razonamiento
seLidoal gcbraico.
So observa, por tanto, que es preponderante el
uso de eYprosiones algebraicas sobre los otros tipos de
razonamiento.
Aparecen. también, 6 alumnos (16 7.> que
simplemente hacen una comprobación de la propiedad con algún
ejempí o.
Sobre la cuestión “FUN, en la que se pedia
establecer la idea de función y reflexionar 10 que quiere
decir “tesolver”.
Los alumnos quE logran establecer la idea do
función son 20 (5~ 7.). en el caso de la desigualdad, y 17
(49 7.), en el ceso dc la igualded. Estas cantidades
equi val entes, hacen ver que, para el al umno, no e” i cte
diferencia rotable entre la desigualdad y la igualdad.
Incluso le resulta ligeramente tás fácil reconocer la idea
dc función en la desigualdad.
En cuanto a l.a cuestión de “resolver la
inecuación”. se encuentra el caso de alumnos que identifican
la palabra resolver con la palabra ecuacl¿n y, aún más, con
la ‘e~presión igual a cero’. Aparece, en este caso, la
expresión
5 — 2x
=0
3
que se resuelve con el correspondiente resultado. Se tienen
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7 alumnos en los que se produce esta identificación de
términos, lo que representé un 19 7. del total. Se confirman,
así, las previsiones hechas en el análisis a priori.
Se haba previsto, también, la posible respues-
té”” No se puede resolver porque no hay una ecuación’ pero
no se ha presentado en ningún alumno. Aquellos que
identificaban rasoJ±’ér con ecuaclÉir, han optado por crearla
igualando a cero, corno hemos visto.
Sobre la cuestión ‘PRA. en la que se pide una
comparación de fracciones eupresadas con letras:
e c+l
— y
a a+ l
De las resoluciones previstas
encontrado la FC: algorítmica o algebraica.
zándola a alumnos, cl 17 Y..
Hty DOS alumnos que intentan
“verbal” pero lo dejan incompleto.
Hay, también, DCL alumnos que
de confundir la expresión
c+l o
con la expresión — + 1
a+l a
solamente hemos
Responden util>
un razonamiento
cometen el error
por lo que responden que ésta es mayor que la fracción c/a.
Pero la mayoría de las respuestas son del tipo
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de la
Resolución con un ejemplo!
El alumno epta por elegir un ejemplo numérico y
“demostrar” así cuál es la mayor <que, claro está, depende
de los números elegidos)
concepción
al umnOS
importante
Esta demostración se inscribe dentro de la
de la letra con valor único y se encuentra en 17
esto es, el 47 7. de ellos. Es la respuesta más
en número.
Una de ellas, la de Laura, se incluye a conti—
nuac i ón.
s1~ aCLfl,~ a. 4
a
1.> CtA
5- &~3•~
> 2
c- -A
c~i-A ~ ¡~7 j7’- r =
Resoluc~ón he Laura
IV.l. ECUACIONES E INECUACTONES
Las inecuaciones se escriben algebraicamente
como las ecuaciones —salvo el Signo igLo4~. Le ense~an a
calcular usando propiedades de las desigualdades, que SOn
muy semejantes a las de las igualdades, salvo los productos
y cocientes por ellpresiOnCS O números negatiNSos.
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Pero, sin embargo, no tratamos con el mismo
g~~g~g oratemático en uno y otro caso. ¿Oué tipo de pregunta
podria hacer ver que ósto cambia el modo de razonar o de
calcular?.
Li planteamos preguntas sobre el orden y hay
alumnos que quieren razonar, es decir obtener el control
semántico de lo que hacen, pueden tener dificultades que no
tendrán los alumnos que calculan. Tendrán que ver qué ocurre
en un intervalo, tendrán que estudiar casos y aparecerán
cuestiones sobre números negativos. Estas cuestiones no
aparecen con las igualdades pues la mecánica del cálculo las
ha eliminado.
Así, las inecuaciones plantean a los alumnos
dificultades nuevas que no se podrían presentar en el
cálculo con ecuaciones.
El trabajo, que se incluye en el capUulo si-
guiente, intenta dar una respuesta didáctica a la intro—
ducción de las desigualdades y. por tanto, a la resolución
de las inecuaciones.

CAPÍ TILO 72
5. ELEMENTOS DE TÉCNICA Y METOIXILOGÍA DIDACT!CPS (INGENIERiA
DIDÁCTICA
.
Ingeníería didáctica es un término, acusado en
Francia al principio de los aros 90, mediante el cual se
intenta etiquetar un modo de trabajo didáctico comparable al
de un inceniero (A) que para realizar un proyecto preciso se
apoya “en los conocimientos cienUficos de su especialidad
pero que al mismo tiempo se ve obligado a trabajar con
objetos mucho más complejos que los objetos puros de la
ciencia y a abordarlos con todos loo medios que ista le
proporciona”, etA)
El tórmino ingenier¿a didáctica designa a la vez
un mttodo de investigación didáctica y las producciones
realizadas para la ense~anza. Las características de estas
producciones dependerán del buen hacer del “ingeniero
Me he inclinado por llamar Técnica y Netodolog~a
Didáctica a lo que, actualmente, se conoce en la Didáctica
francesa como Ingeniería Didáctica, si ben he mantenido,
(A) (mcc. Sopen.: facultativo que profesa la ciencia y el
arte de construir y manejar ingenios ó máquinas. Encxclope—
dia Larousse: La misión del ingeniero es transformar los
resultados de la investigación científica en procedimientos
tecnológicos y relacionar la economía con la tecnología
calculando los costos en relación con las exigencias del
mercado)
<St) Pl. Artigue. 1969
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Das traducciones literales, entre paréntesis, a lo largo del
capítulo, para enriquecer, en lo posible, la comprensión de
estos términos.
Sucede con frecuencia que una lección, preparada
y estudi ada de manera un poco general parece clue va a pro-
ducir en el alumno la adquisición del conocimiento descodo,
pero se revela completamente iniltil en cuanto a las posibi-
lidades efectivas. De hecho se pueden preparar lecciones con
mucho esfuerzo teórico y aparentemente con grandes garantías
de éxito y cuando se presentan en clase, a veces, se fracasa
estrepitosamente pese al buen hacer de los profesores. O al
contrano. clases cuyo contenido se prepara con cierta des-
confianza, resultan eficaces e interesantes a la hora da su
realización. Voy a intentar estudiar estas diferencias.
Trataré da hacer una breve exposición de algunos
de los principios. de los que personalmente me sirvo, para
que, una vez conocidos. se entienda mejor la raíz de mis
inquietudes y el sentido del trabajo práctico que aquí voy a
exponer.
¡.1. EP!STEMOLOE~A Y DIDÁCTICA. FORMACIÓN DE~ ~CCIMIENTO.
La Epistemología trata de los fundamentos y
métodos del conocimiento. La comunicación del conocimiento y
su transformación durante la clase son objeto de la Didácti-
ca que. estudia cuáles son las condiciones para que me
comunique ese conocimiento y para que se creen, e,’, los
alumnos, nuevos conceptos.
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Es en realidad una Epistemologia experimental.
Para ayudar a la formación del conocimiento en
nuestros alumnos, podríamos aceptar algún método establecido
(constructivismo, empirismo,etc. . . ) o buscar y experimentar
tratando de formar el nuestro personal; o bien —como
posición intermedia— aceptar inicialmente aquél que nos
parezca más adecuado y someterlo a vigilancia constante
reahzat-,do las observaciones — estudios didácticos en el más
amplio sentido de la palabra— y experiencias didácticas
necesarias para su comprobación y aceptación o, en caso
contrario para su modificación o rechazo.
La primera pregunta que viene ahora a nuestra
mente es:
¿Cómo se crea un conocimiento? Es decir ¿De qué
forma progresa un individuo —en nuestro caso un alumno— de
un estado de conocimiento a otro más elevado?
Vamos a aceptar en principio que la situación es
la siguiente:
Un individuo se encuentra en un estado de cono-
cimiento que podemos representar por 5± y lo colocamos, o se
coloca ante una situación nueva, ante un problema que le
interesa resolver y. entonces. se produce una confrontación.
Ante esta confrontación el individuo “reacciona” de una u
otra forma y esta reacción produce una modificación de su
estado de conocimiento, de modo que pasa a otro estado S~.
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Si la acción emprendida, como reacción ante esa
situación, fracasa ante algún obstáculo, se produce una
nueva confrontación del individuo con la situación, que le
lleva a una nueva reacción, y así va pasando a posiciones de
conocimiento diFerente y mejor. Así va progresando.
De forma esquemática tenemos:
5 Ob
confrontación modificación
Este proceso, en el cual basaremos nuestra
actuación, se explica bien con la teoría constructivista da
Pi,get. Con la teoría piagetiana de la covilibración <Peres,
195ta). Lo que Piaget utiliza para explicar el desarrollo
cognitivo del ni~o. fuera del aprendizaje de la escuela,
creemos que puede ser utilizado para comprender los procesos
que se producen en las situaciones de aprendizaje escolar.
Consideramos que este proceso puede ser
favorecido y estimulado, por lo que las creaciones de este
trabajo de Didáctica van precisamente a tratar de propiciar
esa estimulación.
Cuando el alumno se encuentra en una situación
de acción y, actuando sobre el problema, el conocimiento
espontáneo fracasa, entonces se produce una retroacción del
medio que actúa sobre ese conocimiento y lo modifica. Si la
situación provoca interés en el alumno, éste volverá sobre
el problema, actuando de una forma diferente. Esta modifica-
ción ha sido producida por la interacción entre el alumno y
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e~ problema. Si todavía no hay éxito. se producirá una nueva
acción del medio sobre el alumno y continuará el proceso.
Oueremos preparar situaciones (situaciones a—
didácticas (*10 para propiciar esta confrontación del alumno
con el medio didáctico.
En una situación a—didáctica se observa que,
poco a poco, la estrategia empleada por el alumno va varian-
do, sin que el profesor intervenga; y si la situación está
bien preparada, se llega a la adquisición del conocimiento
deseado, es decir al aprendizaje.
1.2. PREPARACIóN DE LECCIO8ES. FASES.
La preparación de lecciones constituye un
proceso delicado y fundamental en la organización del
aprendizaje y, por tanto, también en nuestro trabajo.
La lección es un objeto de comunicación y como
tal debe ser tenido en cuenta
En el proceso de elaboración, ¿existe una sepa-
ración constitutiva desde el punto de vista didáctico?
Intentaremos hacer una división usando como criterio el
cambio de responsabilidad en la comunicación y el “a quién”
concierne esa responsabilidad.
<U Término usado en el sentido de la teoría del
profesor GUY BROUSSEAU. Thése de Doctorat d’Etat. 1966
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Vamos a considerar la preparación de clases
dividida en dos fases, que constituirán dos etapas diferen-
tes, atendiendo a la comunicación.
Fase 1. “Lo que es necesario comunicar” para que
una lección esté inicialmente definida.
Fase 2. “Lo que no es necesario comunicar” porque
el profesor lo va a realizar de acuerdo con las necesidades
surgidas durante la realización de la clase. Es la parte
contingente de la lección.
Podríamos llamar “diseRador” a la persona que
debe actéar y comunicar en la Fase 1. y “realizador” a la
persona que debe hacerlo en la Fase 2.
Esto es: en la fase 1 estaría “lo que debe
comunicar el diseFador de la lección” —por ejemplo el autor
de un texto de bachillerato. En la fase 2 estaría lo que se
queda para la gestión personal del profesor mismo. “Lo que
queda a su responsabilidad”.
Estudiar esta comunicación es saber quién tiene
la responsabilidad en cada momento. ¿Quién genera la
lección? ¿Quién la describe? ¿Quién define? ¿Quién corrige?.
Cuando a un profesor se le pide realizar en
clase una lección, es evidente que se le hace un traspaso de
responsabilidad de forma semejante al que se puede hacer al
alumno durante el desarrollo de la clase. En el nivel del
alumno se han estudiado (Prousseau. 1997. Brousseau, 1989,d.
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Erousseau. 1999.f.l las distintas posibilidades de tener una
situación didáctica o a—didáctica, con las distintas formas
de comunicación que se generan, mientras que en el caso del
profesor está sin estudiar suficientemente.
En un tiempo, este tipo de comunicación no fué
necesaria: Nos referimos a :a que ahora se debe establecer
entre el “diseEador” y el “realizador”. El “dise~ador” de la
lección y el ‘realizador” eran la sisma persona y no era
necesaria la explicitación en términos precisos. En muchos
casos el profesor realizaba una improvisación en cada momen-
to según su inspiración. La ense~anza se impartía desde UN
profesor a UN alumno (o pocos alumnos) y el profesor iba
creando y adaptando la Lecuencia de ense~anza a las necesi-
dades específicas del momento y del futuro de cada uno de
sus alumnos.
Despu±$s, la ense~anza se ha convertido en un
derecho social de todo individuo, los alumnos en clase, para
cada profesor. son numerosos y la ense~an:a impartida debe
adaptarse a las nuevas necesidades de la sociedad. Ha nacido
la especialización del profesor y lo que podríamos llamar la
técnica de la ensewanza come una parte de la Didáctica.
Para esta técnica se van definiendo “términos”,
“condiciones”, “variables’. Se ponen en marcha verdaderos
“teoremas” y, mediante ellos, empezamos a poder controlar el
alcance de cada una de nuestras actuaciones en clase. Esta
previsión, este conocer los teoremas y, actúar a través de
ellos, debe ser compartido por el ‘dise~ador” y el “realiza—
Sn
dor” mediante términos y exoresiones bien definidas.
Aunque ambas personas sean la misma, perdura una
diferenciación de momentos. Una parte de la lección podrá
ser preparada, pero otra parte de la lección será siempre
generada por el use. Se partirá de una previsión de desarro-
lío de la lección, de acuerdo con unas consignas elaboradas
para el funcionamiento de la situación elegida, y la
realización de la clase irá marcando un proceso, cada vez
renovado y distinto.
Estas consignas se prepararán de acuerdo con la
experiencia adquirida en ocasiones anteriores, pero el
medio didáctico no será siempre el mismo. Existe una parte
contingente que el profesor va a resolver en cada momento.
Creo que es importante definir y diferenciar estas partes de
la lección, estudiarlas, describirías, etc.
Respecto a la preparación de una lección, diré
que! Preparar significa reflexionar, y normalmente no se
escribe todo lo que uno ha pensado antes de..., en el
transcurso de.... después de... .Si ésto se hiciera se podría
tener netamente una comunicación de la información. Para
esta comunicación harían falta reglas de explicitación que
fueran conocidas simultáneamente por el que escribe y por el
que descodifica’ la lección. Estas reglas no están estable-
cidas y así una misma lección escrita puede producir, en
distintas ocasienes. desarrollos de clase completamente
diatintos. Nos interesa mucho tratar de conocer estas di-
ferencias.
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En los libros de texto de educación secundaria,
u todavía más en los de enseEanza superior, se incluyen
sol amente los tesas que hay que ense~ar. se ponen los pro-
blernas, los ejemplos, algunas explicaciones, a veces algún
dibujo.., y, después, en la clase pasan cosas Cuy diferentes.
Un profesor que ha escrito un libro puede hacer leerlo a los
alumnos y seguirlo fielmente, en extensión y en orden. Otro
profesor, explica la lección estructurada de forma muy dis-
tinta, y sólo toma del libro los ejemplos o algún problema.
El resultado es que la clase se imparte de muchas formas
diferentes aunque la lección escrita sea la misma.
Aparte de estas diferencias producidas por los
distintos tratamientos de un mismo texto, hay que recordar
que la clase es una cosa viva y el desarrollo dc la misma
puede hacer funcionar los conocimientos y su adquisición por
parte de los alumnos de formes muy diferentes, según cuáles
sean las variables didácticas que se estén modificando.
Sería importante que fuéramos conscientes de cuáles son las
variables que se están activando en un momento dado de la
clase, aun en el caso de que no pudiéramos hacer nada por
modificarlas.
En general se aprecia que no se especifica el
modo de ejecución de la lección. No se dice cuáles son las
motivaciones que han conducido a tales o cuales decisiones.
Cuáles son los códigos que Van a ponerse en juego. Qué es lo
esencial y qué es lo importante o menos importante....No hay
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una buena articulación entre el que ha concebido la lección
y el que la realiza en clase con los alumnos. NO existen las
reglas y los términos precisos que deberían ser conocidos
y empleados, sin excepción, por estos dos elementos básicos
del quehacer didáctico.
A este respecto debemos reconocer que alguna
editorial elabora el humado “Libro del profesor” donde se
dan consejos didácticos y ejercicios complementarios para el
desarrollo de las lecciones correspondientes con expresión
del objetivo que sc persigue con cada una de ellas pero lo
que aquí proponemos es la elaboración de un código de
comunicación en el que, además de expresar el conocimiento
que se quiere transmitir se diga, por ejemplo, cuáles SOn
los conocimientos anteriores del alumno que van a entrar en
juego, a través de qué variables didácticas nos estamos
moviendo y cuáles son las diversas posibilidades de desarro-
lío de la clase que se pueden esperar.
1.2.1. AUTOESTABILIVAn.
Remarquemos un concepto que nos interesa aclarar
en este tema: la “autoestabilidad”.
Diremos que son autoestables aquellas lecciones
que son fácilmente asumidas por distintos profesores y pro-
ducen realizaciones de clase semejantes entre sí; por el
contrario, hay otras en las que no se puedo asegurar. con
anticipacién, si van a tener éxito ó no. porque ésto depende
en gran parte. de la puesta “en escena que se realice. En
dOl
el primer caso se trata de lecciones en las que la fase 1’
ha producido Lin resultado muy estable Y! por tanto, POCO
sujeto a las contingencias de la segunda fase.
Seria útil conocer el grado de autosstabilidad
de Lina lección. ¿Se puede conocer ‘a priori?. La autoesta—
bilidad ¿es predecible?. Nos interesa mucho buscar las res-
puestas a estas preguntas.
¿Son más autoestables las lecciones en las que
el trabajo del profesor lo constituye la lección magistral y
el trabajo del alumno se imita a la comprensión y
aprendizaje de la misma?. Esto sucede, en general. con las
Presentaciones de tipo a,<ioeático de cualquier teoria. Pero
cuando la lección está constituida por la presentación de
una situación a—didáctica y el trabajo del alumno consiste
en interaccionar con aquella situación ¿es más variado el
grado de autoestabilidad de la lección?. Es entonces cuando
se vuelve importante conocer este grado de autoestabilidad.
Esta característica está relacionada con el
envejecimiento de las situaciones de enseaanza que ha sido
estudiado por Prousseau (1991, pp.7—l26) (19Gb, p. 29Z)
(l999.g. p91. con la obsolescencia y el tiempo didáctico
estudiados por Chevallard y riercier (1987, p.2—~.) y con la
reproductibilidad estudiada por Ar-tigue <199A>
En este sentido tendríamos que analizar cuatro
realidades que se dan en la realización de una lección y que
sOn
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Respecto al profesor:
a. Lo que declara que va a realizar durante la
c 1 ase.
5. Lo que realiza —en la pizarra o a través do
sus respuestas a las preguntas que surgen de los alumnos.
Respecto a la situación didáctica:
c. Lo que permite en cuanto a movilización
los conocimientos.
Y respecto a los alumnos
d. Lo que llegan a captar o aprehender de esos
conocimientos puestos en juego.
Estas cuatro realidades pueden no coincidir y es
necesario ser conscientes de ello.
Como consecuencia de esto se plantea, para la
autoestabilidad. Lina diferenciación clarificadora. Tenemos
que distinguir entre autoestabilidad interna y externa.
La autoestabilidad e~:terna concierne a las posi-
bilidades de reproductibilidad de las consignas del profe-
sor, y a la presentación de las situaciones de trabajo para
los alumnos: a las secuencias organizadas durante la clase y
a los tiempos dedicados a cada una de ellas. En general a
aquellos aspectos visibles y observables durante la clase.
Se trata del punto al del profesor y parte del punto 5).
La autoestabilidad interna hace referencia a los
apartados o> y dI y, como hemos dicho, a parte del apartado
51 en la medida en <411C algunas de las declaraciones del
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profesor producen en los alumnos eectcs de aprendizaje que
no están totalmente controlados (*1.
U3. ADECUACIÓN INICIAL DE LAS LECCIONES.
Otro punto que está relacionado con la prepara-
ción de las lecciones es la adecuación de las mismas.
Existen ei<igencias de las clases debidas a la
evolución de los saberes. 6 a las demandas sociales para las
que es importante tener posibilidad de respuesta didáctica.
Por ejemplo, en un momento dado, las nuevas
tendencias de ense~anza de las Matemáticas nos dicen Que hay
que sacar partido de la vida corriente para presentar las
lecciones.
Entonces un profesor torna una lección que esta-
be preparada e intenta transiormarla para hacerla ‘surgir
de la vida corriente. En esta transformación se producen
alteraciones que, al poner en marcha la lección, pueden
hacer aparecer func,onamientos no previstos iniclalmente y
que hacen que los conocimientos se organicen de manera
diferente. Como consecuencia, pueden dejar dc lograrse
muchos objetivos de la lección, de tal modo Que el profesor
se dé cuenta de que no queda casi nada de los objetivos
esenciales previos.
(*1 Ya hemos hablado de las indicaciones, provenientes del
lenguaje empleado por el profesor, y que Son utilizadas por
el alumno como indicios didácticos en ausencia de auténticas
indicaciones provenientes del problema o la situación
planteada.
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¿Dué ha sucedido? ¿Era posible haber hecho una
adecuación de la lección original sin perder de vista los
objetivos iniciales? Quizá los elementos conceptuales bási-
cos puestos en juego, y su funcionamiento, no estaban clara-
mente e~<plicitados. Y de haberlo estado, ¿hubiera sido
posible salvaguardarlos?
En cada caso tendremos una respuesta diferente y
particular a estas preguntas, pero si inicial mente hubieran
estado explicitados estos funcionamientos, habría estado el
profesor en mejores condiciones para intentar conservarlos,
o para reconocer la imposibilidad de mantenerlos; y, enton-
ces se podía haber tomado una dirección completamente inde-
pendiente de la inicial para crear una nueva lección.
En cualquier caso, la eMplicitación de los
funcionasientos de loe conocimientos que van a novilizarse,
creemos que siempre será sustancialmente útil a la hora de
estudiar la realización de une clase ó. en su caso, la
adecuación de una lección. Ésto entendemos que perteneceria
a la que hemos denominado “Fase 1: Lo que es necesario
comuní Car ¼
1.3.1. FASE PRIMERA
En esta primera fase vamos a distinguir dos
tipos de trabajo didáctico diferentes, que separaremos en
des etapas~ una, la etapa de un trabajó previo” que consis-
te en reconocer y preparar el cuadro teórico didáctico sobre
el que se va a apoyar la construcción y, otra, la etapa del
605
trabajo de dise~o propiamente dicho.
Dentro de ésto que llamamos “trabajo previo” se
incluyen:
— El análisis epistemológico del conocimiento que se
desea ‘ense~ar
— El estudio de los modos de enseWanza que han sido
empleados hasta el momento y de sus resultados.
— El repaso a las investigaciones didácticas realizadas
a propósito de este campo de conocimiento o, concretamente,
de ese conocimiento particular en el que queremos profun—
di zar.
— El estudio de las concepciones previas de los alumnos
y de los profesores y de las dificultades anteriormente
encontradas por ambos.
— El estudio de las dificultades históricas seguidas
por ese conocimiento hasta llegar a su estado actual 6. al
menos, la evolución histórica del conocimiento.
n continuación viene la etaoa de dise~o en la
que se deben tomar decisiones basadas en el estudio
pr ev o
Durante esta otapal
— Se busca una situación fundamental
.
— Se determinan las variables didácticas sobre las
que se va a acular.
— Se realiza un análisis “a priori” de cómo y por qué
se cree que la modificación de esas variables va a producir
determinados modos de funcionamiento del conocimiento.
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— Se tratan de describir los comportamientos espera-
dos de los alumnos.
— Se analizan las respuestas que el profesor va a
poder dar para que el alumno pueda seguir interactuando con
la situación propuesta.
— Se hace el análisis de cuáles son las situaciones
didácticas y a—didácticas que se prevé que se van a des—
arrollar, bien sean creadas o surgidas de otras situaciones
.
— Después se tiene que reflexionar sobre estas
situaciones. Las variables didácticas que aparecen en ellas
y cómo se puede acular sobre esas variables.
— Es también el estudio directo de las directrices
iniciales. El estudio del lenguaje que se empleará en ellas.
— El anális~s de los conocimientos anteriores (memo-
ria de la clase>, que se pueden usar en las acciones sub-
siguientes y del lenguaje que se va a utilizar para las
mi smas.
Hay algunos estudios que pueden pertenecer por
igual a ambas fases, O que siendo establecidos en la primera
fase pueden ser modificados en la segunda, según las exigen-
cias de] grupo de alumnos o de las condiciones particulares
de la clase — entendiendo por clase el conjunto de alumnos,
profesores y entorno. De este tipo son:
— El estudio del número de alumnos por “grupo de
acc i dn”.
— El estudio de los tiempos empleados en cada
mecuencia.
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— El tipo de intervenciones del profesor.
Estas variables se pueden establecer en la
primera fase pero también pueden ser modificadas en la
segunda a criterio del profesor que imparte la clase.
1.3.2. F4SE SEGUNDA.
Esta fase la consideramos constituida por la
realización de la lección en clase y por la observación
didáctica de esta realización.
La realir ación incluye la puesta en funciona-
miento de las acciones de los alumnos a través de la emisión
de las directrices iniciales, el mantenimiento de estas
acciones mediante el uso de resouestas en las que se
devuelva la responsabilidad de la acción al alumno, la
vigilancia del efecto producido por el uso de las variables
didtcticas y su alteración cuando se considere nccesario o
conveniente y, en general, la supervisión del desarrollo de
la clase.
La observación didáctica de la realización de la
lección constituye el punto de partida y el -fundamento del
análisis que hará una revisión de las lecciones.
La observación tiene una parte descriptiva en la
que se anotan los tiempos de la secuencia didáctica, las
intervenciones de los alumnos y sus preguntas, las
actividades del profesor y, en general, todo cuánto sucede
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durante el tiempo de la clase.
Para elaborar esta observación se comparan los
datos obtenidos a través de profesores que participan en
ella y los obtenidos mediante grabaciones magnetofónicas y
grabaciones filmadas, cuando sea posible.
Posteriormente, el estudio de todo el material
recogido en esa descripción, junto Con las observaciones
personales del profesor realizador supondrán el complemento
imprescindible de la experiencia, para el reajuste y adapta-
ción necesarios en cada momento.
1.4. MODOS DE ACTUACIÓN (MODELIZACIÓN)
Si existen situaciones didácticas, ¿por qué
buscar otras nuevas? ¿Cómo utilizar esta búsqueda para mejo-
rar las situaciones de ense~anza? ¿Por qué buscar las
variables didácticas y actuar sobre ellas? ¿Qué conseguire-
mos con ésto?
Estas son las preguntas fundamentales y las
respuestas justifican el trabajo hecho para la construcción
de lecciones.
Las previsiones nos van a servir para estudiar
la forma en que el conocimiento aparece en los alumnos.
gctuando sobre las variables didácticas veremos cómo
estas vsriaciones influyen en la aparición del conocimiento.
Buscar un modo de facilitar el aprendizaje es
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buscar una situación <situación fundamental) en la que el
conocimiento que queremos ense~er se ofrezca como la
solución óptima a la situación problema planteada.
La concepción de un modo de actuación en una
situación de ense~anza aprendizaje (situación fundamental>
puede hacerse a partir de:
1. Un concepto dado. Un conocimiento.
2. Una actividad efectiva.
1. Cuando hablamos de un conocimiento tenemos
QLIC aclarar que nos referimos a los conocimientos que están
incluidos en la lección y que algunas veces no son los que
el profesor piensa, porque en la ense~anza activa le damos
un titulo e una lección y luego, a veces, las cosas van por
otro camino diferente del marcado. El análisis didáctico a
priori’ y las conclusiones obtenidas de la observación
didáctica, pueden mostrar diferencias entre ml conocimiento
que el profesor proyectaba ense~ar —el conocimiento que el
profesor cree que va a ensenal — y el conocimiento efectiva-
mente ense~ado. que no tiene que ser forzosamente el mismo.
Para buscar una situación fundamental se puede
empezar el análisis partiendo del conocin,iento que estamos
proyectando ensegar. Se intenta concebir una situación que
haga funcionar ese conocimiento en todas las formas que nos
interesa,
¿Cuándo se dirá que esta construcción teórica es
una situación fumdamemtal? ¿Qué queremos decir con este
término? Una Situación fundamental es aquella que posee unas
~lo
variables tales que, actuando sobre ellas, la situación se
concreta en otras situaciones que hacen funcionar cl conoci-
miento que se desea enecaer. fls~ se tiene que poder decir!
“fijando tales o cuales variables en esta situación iunda
mental obtengo esta otra situación que hace funcionar este
conocimiento particular.
Ea decir, se busca poder crear todas las situa-
ciones posibles correspondientes al conocimiento que proyec-
to enserar e intento, a partir de la situación inicial,
engendrar todas esas situaciones actuando sobre las
variables que se encuentran en ella.
La situación -kjndamental es una especie de ideal.
Fuodo que en al gunos casos no so pueda enrontrar Si OPI 0
monte que no e,:ista.
Puede darse el caso de que, aunque no se encuen-
tre la situación fundamental, podamos hallar situaciones
concretas que hagan funcionar el conocimiento deseado en
algunas facetas interesantes. Estas situaciones darán lugar
a lecciones que permitirán poner en juego algunas de las
formas de ese conocimiento.
En el caso de una actividad efectiva la
búsqueda se inicia a partir de la observación didáctica de
la actividad. Y cuando he encontrado una situación que
considero fundamental, puedo tomar la situación observada Y
compararla con esta situación que revela los objetivos do
enseanca. para ver si el modelo es adecuado o no, o para
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ver lo más claramente posible los errores cometidos o el
carácter inadecuado de ase modelo.
Hacer un
didáctica (in~enieria
tratar de resolver los
ficamente didácticos.
estamos tratando.
trabajo de técnica y metodologia
didáctica) quiere decir estudiar y
problemas técnicos, es decir especí—
de la situación de aprendizaje que
Este estudio y resolución de los problemas
didácticos cabe la posibilidad de hacerlo en dos moaentos~
ANTES de realizar la lección con los alumnos y DESPUÉS.
ANTES. Ya hemos visto lo que hemos denominado
fase primera’ que incluye un estudio previo de: condiciones
de presentación. de objetivos, de hipótesis de desarrollo;
un ares~puesto 4~ aQsÁtLlidades y un pres¡~Questo de
aecuenci cci ón
.
Es decir, nosotros deberemos intentar conocer
cuáles son los problemas que se pueden presentar y deberemos
cbzc-rvarlos con anticipación si es pcsi SIC.
DESPUÉS. Haciendo
del desarrollo de la lección y
ducido los efectos previstos.
la misma.
Veamos éste ANTES y
hemos hablado antes.
una observación did~ctica
comprobando si se han pro—
Es decir vigilando el uso de
DESPUÉS en los dos casos que
1. En el caso de partir de un concepto dado se
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hace primero la parte que hemos llamado ANTES, es decir se
hace un trabajo de creación de una situación concreta.
Se trata de establecer su relación con el cono-
cimiento que deseamos que sea asimilado. Se estudian las
variables y cómo las vamos a utilizar, las indicaciones que
vamo~ _ a darycuáleseera~v rnc4h~e~ respu~+ss los
alumnos y los consiguientes comentarios que se harán, etc...
Luego, al desarrollar la lección se realiza la parte que
hemos llamado DESPUÉS, observando este desarrollo y compa-
rándolo con las previsiones hechas. Así se revelan los
posibles desajustes o aciertos de esas previsiones.
2. En el caso de operar sobre una actividad
efectiva. se hace primero el DESPUÉS, pues enpezamos por la
“observación didáctica, tratando de localizar qué variables
actúan y buscando un modo de actuar que se adapte a este
funcionamiento, viendo si lo que pasa estaría explicado por
eme modo de acción. Vamos observando para descubrir qué
conocimiento está impflcito en la lección; en qué momentos
actúa el alumno tomando la responsabilidad de su trabajo. Es
pues un trabajo de investigación que tiene un efecto de
retroacción para mejorar “el ANTES”.
IT. ENSE~AN?A DE LAS INECUACTONES
.
Vamos a explicar aquí algunos hechos observados
sobre el aprendizaje y la enseanza de las inecuaciones, tal
y 00010 se imparte esta materia en el momento actual en los
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Institutos de Bachillerato.
Se puede ver que al final del primer curso los
alumnos saben resolver, en general, las inecuaciones que se
les plantean, al menos tan bien como cualquier otro tema de
Los correspondientes a eme aRo escolar.
Resulta pues que con la ense~anza actual los
alumnos consiguen superar los errores de cálculo y alcanzar
una eficacia razonable. Pero ¿adelantan algo en sus concep—
cionest o logran solamente una adaptación ‘mecánica’. Y,
por otro lado. ¿permanece en el tiempo la técnica adquiri-
da’?, o se olvida demasiado pronto y no se adquiere un cono-
cimiento pereanente.
Cuando e lo largo de los cursos 2& o 32 se
necesita emplear los conocimientos sobre inecuaciones
observamos situaciones como las siguientes:
1: Sea el caso de tener que calcular el dominio
de una función como, por ejemplo:
4
f (x 1 = .‘17’3Z:.2í
En este momento se puede apreciar que los
alumnos no llegan. por si mismOs, a plantear la inecuación
correspondiente. es decir a escribir la condición:
(x—3) (x+2> 1 0
Sin embargo saben que, para que existan
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soluciones en P <conjunto de los números realesí, el radi-
cando debe ser positivo, pero no relacionan ésto Con las
mnecuaciones estudiadas el aRo anterior.
Se hace necesario realizar en clase alguno de
los ejercicios propuestos y que el profesor “esplique” que
el cálculo del dominio pasa por la resolución de la inecua’-
ción correspondiente, en este caso:
(x—=)(x-’-21 ~ O
para que algunos al umnos recuerden que “éso” lo sabían
resolver el aRo pasado y traten de traer a su memoria ‘cómo
se hacía”.
El planteamiento de la inecuación no es espon-
táneo como nos parecería previsible. No se encuentra ni en
los alumnos más capaces,
2: Pasada esta primera dificultad del plantea-
miento, algunos alumnos intentan resolver la inecuación pero
solamente tres o cuatro alumnos, de una clase de 40, suelen
ser capaces de resolverla por si mismos. La mayoría no
pueden repetir lo que “sabían hacer” un aRo antes. Intentan
“recordar” y así lo manifiestan: “Es que no me acuerdo como
se hacía”, “Me suena algo, pero no lo recuerdo”, etc,...
La mecanización que habían conseguido no ha
dejado la huella necesaria para permitir su traída a escena
un aRo más tarde, y el alumno no ha aprendido a movilizar
recursos que le permitan “entrar” en el problema.
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2: Este aprendizaje que habían hecho de unas
técnicas de cálculo parece que pertenece más a la memoria
retentiva, es decir a la que permanece durante un cierto
periodo de tiempo solamente. Así se observa que aún cuando
el profesor ya ha planteado la inecuación necesaria para
resolver el problema:
(x+31 (x—2) O.
la mayoría de los alumnos no “recuerdan’ cuál era el método,
y se han comprobado porcentajes de hasta el 957. de este
“olvido’. Saben que estudiaron éso pero son incapaces de
recrear el cálculo. Simplemente buscan en su memoria el
recuerdo de la estrategia empleada, pero en su memoria ya ha
desapareci do.
Como la ‘:‘nica estrategia que han aprendido es la
de memorizar, cuando esta memoria les ha fallado han
quedado completamente extraviados.
Al no haber aprendido a desarrollar sus propias
estrategias dependen absolutamente de su memoria. Si quieren
resolver el problema tendrán que recordar lo que ‘les en—
seRaron” un día.
El profesor deberá realizar algún ejercicio
completo, en la pizarra, para que los alumnos “recuerden” la
técni ca.
11.1. APRENDIZAJE POR INDICIOS
En este aprendizaje que estamos comentando nos
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encontramos ante una situación que podría ser consecuencia
de un modo de aprendizaje ya estudiado por Tonnelle, 1950,
en el que los alumnos enfocan la resolución de los problemas
tratando de reconocer algunos indicios que les permitan
averiguar lo que el profesor quiere que hagan. Es una situa-
ción en la que los alumnos no se enfrentan directamente al
problema, sino a través de la oantalla del profesor. No
importa tanto el problema como lo oue el orofesor quiere que
hagamos con este problema.
Los alumnos están pendientes de las indicaciones
explicitas o implícitas del profesor para saber lo que éste
espera de ellos.
Así, la ense~anza queda vacía de contenido in-
trínseco. Y cuando el profesor falta, falta la guía
necesaria, el enlace entre el conocimiento y el alumno,
falta el punto de referencia. El alumno no encuentra los
iQdicios a los que está acostumbrado y no sabe cómo iniciar
la resolución del problema. No sabe cómo emprender la
acción. De hecho queda paralizado.
Mientras al alumno se le han planteado los pro-
blemas tipo no ha encontrado grandes dificultades, ha
obtenido bastante buenos resultados y ha quedado con la
ilusión de haber aprendido. Pero veamos lo que puede suceder
cuando no aparecen 105 indicios que el alumno ha aprendido a
reconocer. Por ejemplo si se modifica el texto y en lugar de
plantear una inecuación como:
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xi’— x — 12 i O
se le plantea la inecuación de esta otra forma:
(x—4) (x-4-Zl = O
Si el indicio que tenía el alumno para poner en marcha la
resolución, era.~”una inecuación planteada con polinomio de
segundo grado”, no aplicará la estrategia correspondiente de
reconocer las ‘raicee” 4 y —2. En este caso reconocerá otro
indicio, que probablemente tiene adquirido, que es el de “en
un producto de binomios se realiza el producto” y pasará a
efectuar la multiplicación llegando ala expresión:
— x — 12 =O
para después buscar las “raices” del polinomio y seguir con
la estrategia “aprendida”.
Esto es lo que sucederá en el mejor de los
casos, pues también es posible que no relacione el producto
de binomios como correspondiente a esta parte del aprendi-
zaje y entonces quede desconcertado ante la “nueva” situa-
ción y. sencillamente, no haga nada.
Ante estas situaciones intentamos reaccionar con
otro tipo de enseRanza—aprendizaje. Por eso creemos que
puede ser interesante introducir las inecuaciones de una
forma diferente.
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11.2. CCNSTRLECIóN DE LECCIONES SOBRE tNECLlaCtfl
Se van a construir unas lecciones de acuerdo con
la Teoría de Situaciones <Brousseau, 19871 buscando una
situación fundamental a partir de la cual podamos producir
situaciones a—didácticas en las que, colocado el alumno,
pueda entrar en contacto con el conocimiento que deseamos
que adquiera, interactuar con él, e ir generando estrategias
de trabajo que le permitan adquirir este conocimiento.
Uno de los propósitos fundamentales es
precisamente la generación de esas estrategias propias, de
esos recursos que permitan al alumno enfrentarse a problemas
o situaciones nuevas e interactuar con ellas sin necesidad
de un entrenamiento específico para cada uno de los tipos
que se puedan presentar.
Se usa la hipótesis de que el conocimiento
adquirido de este modo es más estable por haber sido
generado por el propio alumno en lugar de ser asimilado a
través del profesor.
También se desea obtener datos sobre el funcio-
namiento de la adquisición del conocimiento por parte de los
alumnos y, para ésto, nos parece interesante estudiar una
manera diferente de provocar esta adquisición generando una
actividad de los alumnos. Observando esta actividad espera-
mos estudiar ese funcionamiento.
Se preparará un nodo de acción para estudiar las
posibles actividades de los alumnos en las situaciones plan-
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teadas. las posibles preguntas al profesor y respuestas de
éste a los alumnos (devoluciones), y en fin, lo que
nosotros pensamos que puede ser el desarrollo de la lección.
11.2.1. MARCOS DE TRABAJO
Al trabajar con desigualdades nos podemos mover en los
siguientes marcos:
= marco aritmético (comparación de números...)
= marco algebraico <escritura de expresiones, mani-
pulación de las mismas! expresiones equivalentes, búsqueda
de soluciones...)
marco lógico (conectando las expresiones mediante
símbolos de unión o intersección, negando desigualdades. ..se
realizan secuencias de razonamiento)
= marco geométrico <representación de funciones, zonas
del plano, incidencia, programación lineal..,)
marco gráfico (esquemas de interpretación de solu-
ciones de sistemas de inecuaciones. .
= marco analitico (entornos, aproximaciones, acota-
ciones. .
En el caso de los alumnos de 14 aRos es
interesante investigar cuáles de esos marcos son más adecua-
dos para la iniciación.
Al plantear ejercicios que hagan pasar de un
marco a otro, se estimula la actividad del alumno. Esto
aumentará también su capacidad para abordar dificultades
que no sean simples ejercicios de aplicación, sino auténti-
cas investigaciones en el mejor y más amplio sentido de la
palabra. Estas afirmaciones están basadas en los estudios de
Regine Douady <19241.
Concretamente, respecto al marco algebraico y al
marco geométrico recordemos las palabras de Dicudonné:
‘La sustitucifin del lenguaje algebraico por el lenguaje geomitrico cas,
siempre aporta consi derebles si aplid icaciones y hace avarerer propiedades insos-
pechadas escondidas tajo sin amida de cilcolos.
Así, los modelos matemáticos dcli programacibn lineal y la optiáinaciln se
comprenden y se manejan mejor cuando se interpretan las desinualdades que
contienen en tiramos de propiedades de conjuntos convexos en un espacio de 00
niceno de dimensíenes elevado’
lflicudonní, p.2290.
Estas palabras, que compartimos, nos hacen re-
afirmar en el criterio de que el estudio de las desigual-
dades y las inecuaciones debe estar regido por un intercam-
bio dc los marcos de trabajo posibles, en especial el alge-
braico y el geométrico.
Veamos estos marcos de trabajo con respecto a
las desigualdades.
En el marco aritmético las desigualdades tienen
poco interés. Entre números las desigualdades aportan poca
información. La expresión
34 > lE
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no aRado ningún dato importante al conocimiento de 34 y IB
pues yo sabemos cuál es el mayor de los dos números desde el
momento en que los escribimos
Solamonte comienza a interesar cuando trabajamos
con nómeros enteros pues entonces expresiones como
‘-56 —7
nos aportan una información interesante porqun-, la compara-
ción, no es tan evidente, en función de la información
“ostensiva” que se recibe de los valores absolutos de estos
números
1—521 S I—~I
El valor absoluto de —56 es mayor que el de —7 y
esta información visual: <50 71 es recibida por el lector,
contradiciendo la verdadera relación entre los valores
reales de éstos.
También puede tener un interés para comparar
valores de números racionales coso en el caso de dos frac-
ciones de numeradores y denominadores diferentes Ip. ej: 7/2
y 21/251, pero en realidad cuando la desigualdad se vuelve
interesante es en el
Narco algebraico. Al escribir la relación:
1< < 19
se está dando una información importantísima respecto al
valor de “x”. Al ser “x” desconocida, la información:
“x es menor que 19”
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supone realmente un dato interesante.
Por Éso el mareo algebraico va a ser uno de los
que se hará entrar en juego en nuestro procedimiento pues
creemos que, para el alumno, es interesante aprender a
manejar mete tipo de informaciones.
Se quiere conseguir que el alumno llegue a
comprender cuál es la expresión más sencilla que está detrás
de una información como
o qué es lo que representa
El marca geohbétrico es, pues, otro de los campos
que se quiere que intervengan en el modelo de forma priorita-
ria pues en este campo el alumno va a tener que trabajar con
la representación de funciones, con la programación lineal,
con la representación de zonas del plano, etc.
La combinación en el uso de estos marcos se
utiliza para que produzca en el alumno un estímulo de la
capacidad creadora de estrategias y un aumento de la
comprensión del tema.
Para cusar el juego entre estos dos marcos como
una variable didáctica elegida nos hemos basado en los
estudios de P. Douady (1984) y de !1. Artigue (Curso de
doctorado, 1990 sobre didáctica de las mc. diferenciales).
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El marco lógico es otro de los que esperacos que
sea manejado por el alumno, pues creemos que la conexión de
desigualdades surgirá como estrategia en sí desarrollo de
uno de los juegos.
¡7.3. LECCION PRIMERA SOBRE DESIGUALDADES
Se eupondrá ahora una lección en la que se trata
de introducir las desigualdades del tipo
y>k ; ,<‘<p a-~y<c y y<x+b
como expresi ón, respectivamente, de un semiplano marcado por
una linea horizontal, vertical. de una zona del plano com-
prendida entre dos rectas horizontales “ya” e “yc” con
“a<c” para llegar a la última desigualdad que es la expre-
sión de un seoniplano definido por una recta de inclinación
es decir, definido por la recta: “y = x-s-b” quce tiene el
coeficiente de la “x” igual a “1”.
La presentación se va a hacer en forma de juegos
didácticos. Se juegan entre dos contrincantes. Pueden ser
equipos o parejas de alumnos.
Material necesario; Hojas de papel cuadriculado,
regla y lápiz.
Comienza la clase. El profesor podrá, si lo
considera conveniente, explicar el objetivo de la lección:
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Prcfesorn”Dueremos llegar a expresar, mediante
una condición algebraica, las distintas zonas del plano con
ayuda de los ejes coordenados”. Y realiza los dibujos
si gui entes)
‘0•’
—t < PC -x
9h 50m. El profesor M comenzará dando
las siguientes instrucciones.
ri.’ “Para realizar las siguientes actividades,
nos organizaremos por equipos. Llamaremos A a un equipo (o a
una parte de la pareja) y O al equipo (o parte de pareja)
que va a competir con él”.
“Cada equipo debe preparar dos hojas dibujando
los ejes coordenados una para su control y otra para poder
enseRar al otro equipo”.
“Ya sabeis representar algebraicamente puntos
del plano mediante pares de números. Vamos a recordarlol
~IMERA IND¡CACIÓN.’”El orimer iueoo consistirá
en que cada equipo A dibujará un punto en el plano coordena-
do propio con la escritura coordenada correspondiente y el
mismo punto en el plano que va a mostrar, PERO AQUí SIN LA
a los alumnos
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ESCRITURA COORDENADA. Simplemente lo marcará con un 1 para
aber que es el primero que ha puesto y lo mostrará al
equipo 5 correspondiente. Este deberá escribir de qué punto
se trata; a continuación a la inversa. (Ésto se puede hacer,
por ejemplo! seis veces para cada equipo)”.
“El equipo que ha elegido el punto confirmará el
éuito o fracaso de la respuesta”.
“Anotareis los aciertos con un “t” y los errores
con un “0” en una hoja de resultados (Cada equipo irá relle-
nando la suya) oceejente a Ésta”:
Juego 1 a 4 ~ ~ 7
EquipoA 5 * IP
EquzpoB IP
9h 40m. M:”Conservad los resultados. Vamos ahora
al segundo juego.
SEGUNDA INDICACIÓN.”Vamos a jugar a los barcos.
Cada equipo debe dibujar sobre su hoja una recta horizontal
dónde prefiera. Esa recta es su divisoria protectora. flsi ha
dividido el plano en dos zonas que llamamos semiplanos y
ahora elige una de esas zonas para situar sus barcos. Son
cuatro barcos cada equipo situados en puntos determinados
cualesquiera”.
“Efectuareis una tirada cada equipo alternada-
mente y! si se acierta la Zona, el equipo contrario dirá
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que ha entrado, si no se ha acsrtado dentro de la zona dirá
fuera y si acierta justo en la divisoria dirá “divisoria
El juego consiste en localizar exactamente CUAL ES LA ZONA
que ha dibujado el otro equipo, expresándola de la forma cAs
clara posible”.
“El equipo que localice antes la zona del con—
trinccante ha ganado”.
“El equipo que haya quedado en segundo lugar
puede pedir la “revancha” para intentar empatar. SeguiremOs
el juego mientras haya tiempo y el equipo que acabe de
quedar segundo lo pida”.
“Anotaremos una estrella como resultado de cada
juego, cuando éste haya finalizado, en el panel de control,
llasándolos 132 juego. 142 juego,etc. . . (o los nCumeros que
correspondan)”
lOh lOm.TERCERA INDICACIÓN: ‘Ahora vais a
dibujar un muro protector, es decir, ura divisoria vertical.
Se trata de situar vuestros tres edificios: la casa, el
almacén y la caseta del pozo, en los puntos que deseeis en
una de las dos zonas creadas por “el muro”. De nuevo, Se
trato de LOCALIZAR su zona de protección para haber vencido
al contrincante”.
‘Se efectúan tiradas alternativamente. Contesta
reis”’ha entrado, fuera o tocado” según que la tirada entre
en la zona de protección, no entre o toque el muro”.
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“Cuando un equipo quede prinero debe conceder la
revancha al otro. si aquél se la pide. Proseguiremos como
antes mientras haya tiempo y alguien que haya quedado
segundo lo pida”.
lOh DOm.ClJARTA INDICACIÓN”: “Ahora descais levantar
un muro por delante y otro por detrás, que del imiten vuestra
ona. pueden ser los dos horizontales o los dos verticales.
Dibujadlos y comenzaremos de nuevo a jugar”.
“Quedará primero también el que logre averiguar
la zona de protección elegida por el otro”
lOh 4Cm. QUINTA INDICACIÓN”: “Ahora sabeis que
vuestras divisorias horizontales o verticales crean una zona
bastante sencilla de localizar por el otro. Vais a escoger
una oblicua cualquiera con la única condición de que sea
diagonal de todos los cuadraditos que atraviese. Elegid la
recta y la zona a vuestro gusto igual que antes. Jugamos de
n uev o”
ésta es, por ahora, la última indicación.
11.4. REALIZACIóN Y OBSERVACIÓN DE LA LECCIÓN.
Veamos ahora la realización de la lección y las
observaciones que se han podido hacer.
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Se ha elegida una pareja de niRas, una de 13
aRos que acaba de terminar 29 de E.G.B. y otra de 14 aRos
que acaba de terminar 12 de E1.U.P. Es decir: una alumna que
no ha recibido enseRanza sobre las inecuaciones y otra que
acaba de recibirla durante este último aRo escolar.
La lección fué grabada en cinta magnetofónica y
posteriormente estudiada para analizar los comentarios y las
situaciones. 413 es la alumna más joven y 214 la de 14 aRos.
<Lo primero que hay que decir es que las pocas
diferencias de intuición que hubo, fueron a favor de la más
joven, es decir, a favor de la que no había recibido
enmeRanza sobre este toma. Hacia la mitad del juego se notó
una reacción positiva de la mayor, como si su madurez le
ayudará un poco a establecer relaciones y obtener con-
clusiones.
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30m. Comienza la lección.
1~ INDICACIÓN. (Se les da la 10 indicación)
<Lo primero que preguntan es cuál es la unidad y se
les responde que un cuadradito del papel):
A13: ¿No hay números? ¿A qué corresponde, pues.
un cuadradito?
M: A una unidad.
A13: ¿Se pueden poner negativos y todo?. ¿No muy
altos, verdad’?
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(OBSERVACIóN 1: La alumna A13 dibuja primero el
punto y luego cuenta los cuadraditos para saber cuál ha
elegido, y la alumna 214 escribe primero las coa’dersadas y
dibuja el punto correspondiente después.>
214: Que aburrido, lo acertamos todo.
QlZ: <Le pone el <0,—El en el quinto caso>.
214: <Lo piensa más que antes) ¿Es el (0,—O)?
Ai3 Si
Bl~: Uf! Con eso me armo mucho lío. <Se pone a
pensar un punto y tarda también un poco. Ha elegido el
<—9,0) y le dice:) ¡Vas a ver ahora!
Al:: No te pases!
OBSERYACIÓN 21 Después de poner el (0,—O) A13 ha
visto que 214 se queja de su complicación y que le ha puesto
a continuación el (—6,0> y, aunque A13 lo acierta, parece
darle miedo volver a elegir “algo demasiado difícil” y, así,
el siguiente que elige es el (1,11. B14 sin etargo sigue
poniendo puntos de los ejes coordenados c~ el (0,4>..)
9h SOn
24 INDICACIÓN. (Se les da.)
(OBSERVACIóN 3 La primera indicación ha durado más
de lo previsto, y se coeniensa la segunda indicación con 10
minutos de retraso. Se suponía a las 91-o 4Cm y n da a las 9t1
Son.)
(OBSERVACIóN 41 Creemos que para un juego futuro
será mejor NO NOMBRAR EL JUEGO DE BARCOS p~-qmae les trae a
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la -ia el juego habitual en el que los barcos se sitúan
dentro de un plaio cuadrado que representa al pri r cita—
drante y les cuesta mho desprenderse de esa i.agen pata
colocar los ejes de f crea arbitrar-ja y elegir luego una
divisw-ia horizontal cualquiera. Esto quizá tenga una e~cpli-
cací Ón en que las experiencias pri e-as pueden crear obs-
tácules al desarrollo y progreso del espíritu cientíiico
c~ escribe Bachelard (pp. 23 y sigA
Mt Dibujad una recta horizontal (614 la habia
dibujado oblicua y el profesor ha preferido intervenir, pues
una oblicua cre-aria confusión en A11
014: ¡Ay! (Con disgusto) ¡Ay! (La rompe y dibuja
en otro papel).
413: ¿Puede ser dónde no haya ejes?
(Se refiere a una zona extrema de la hoja hasta
dónde no ha dibujado la prolongación de los ejes OX y 0V)
rl: Responde a la cuestión con otra pregunta
que favorece la reflexión) ¿No habrá ejes ahí?
413! Ah! Si. ¿Puedo poner encima y debajo de la
recta?
M< No. Debeis elegir a UNO U OTRO LADO DE LA
RECTA. No a los dos. teneis DOS ZONAS y ha-y que elegir una.
(OBSERVACIÓN 5! Sólo se sienten capacitados para
dar coordenadas si han dibujado “las rayitas” es decir, las
divisiones por unidades. Debe ser un hábito adquirido.
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Se ve también cómo al dibujar los ejes coordena-
dos tienden a considerarlos como segmentos li.itados, Es
decir, con una longitud exactamente igual al segmento
dibujado, de modo que en un dibujo como el que ponemos a
continuaci óflb
recta
La recta puede parecerles que ha quedado “fuera” de los
ejes.)
para que no
A13: La recta cuánto más pequeRa la hagas mejor,
te acierte.
Mr ~Las rectas tienen tamaRo’
814: No, pero en este juego sí.
Mr Pero ¿dividirás en dos zonas con una “recta
peque&Ta”?
014: No, no. que no tienen tamaRo. que son
infinitas.
nl;: ¡Ah, claro!
(OBSERVACIóN 6’ Hay que advertir que el juego
“ha cambiado de sentido”. Esto es, ahora es c~ importante
guardar la inior.mación de los propios disparos que la de los
disparos del contrario. La información que quia-o obtener la
voy a conseguir con MIS disparos. No he elegido la recta que
está dibujada en el papel del contrario. III ~CTA no —
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interesa, MI RECTA interesa sólo al otro.)
AiD-.’ Pero si es una linea sin límites da igual
el horizontal ¿no?
M Parece.
El cuarto disparo de A13 da en la divisoria
(10.14).
014: De lleno en la divisoria.
AIZMAh. Ya lo sé!
M: ¿Puedes identificar su zona?
AIZ! Sí. desde infinito . . .así IseRala la hori—
ontal). hasta 14. <Duda) ¡Ah. no! porque está abajo, enton-
ces es —14.
Mi ¿Tú puedes decir un punto que esté seguro en
Su zona
A1.’ Si, el (6,7)
(Es correcto pues está debajo
que es la elegida por 014)
rl: ¿Puedes decir otro’? ¿Cómo
qué condición o condiciones los eliges?
de la linea y 14
los eliges? ¿Con
A13! Que el segundo sea menor que 14 y luego el
horizontal da igual.
Mt ¿Si el segundo es menor que 14 aciertas? ¿Y
té Angela estás de acuerdo? Teneis que estar de acuerdo en
la condición ahora.
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P14! No estoy segura.
rl: Debes demostrarle que conoces su zona. Dispá—
role uno fuera ahora.
AI.’ <‘-5, >5>
014: Estoy de acuerdo en que la conoce.
rl: ¿Quieres la revancha?
214: No. Otro juego. Otra cosa. (Está un poco
contrari ada)
A13: Escribe> Que el número vertical Sea menor
que 14.
(Pero no escribe: y < 14)
<OBSERVACIóN 7’ Inmediatamente despuAs del comenta
rio de A13, diciendo que “el horizontal da igual”, se puede
ver que la sucesión de puntos que eligen ambas alumnas tiene
una abscisa “>0’ constante pues han comprendido que la “>0’ no
influye, aunque no la llamen todavía “>0’ o absrisa”.
Al;: ... (10,13) (10,15) (10,14) ——>fin
814: .. . (6,7> (6,11)
lOh lOm
3~ INDICACIóN. Se les da. (Recordemos brevemente: Es lo
mismo que antes pero con un muro vertical).
(OBSERVACIóN 61 La 24 Indicación ha ásrado menos
tiempo del previste. Se calculaban 30m y ha durada sólo 20.)
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014: ¿Es lo mismo que antes? Entonces es como
una revancha.
Comienza ahora 014 y la sucesión de tiradas es
la siguiente, dónde Q y E son “Dentro” y “Fuera”!
014: <19, 14D (o, 101W (0, 15W (0,171W
Al;: (20,5W <(5,5W (0,51W
014: Lo estoy haciendo mal. Es la “~“ la que se
mueve.
<tIBSERVACIÓN 90 No queda claro si se ala cuenta al
observar los fallos propios o al observar la estrategia de
413. Siguen las tiradas, ahora más rápidas.)
014: (10,0>0 <24,0>D (30,0)0
A131 (—20.51V (—45,51W
014: ¡Claro! Si es que soy imbécil.
Al;: Estoy alucinada de lo que haces.
014: ¡Ay que tonta soy! Es que además te llevo
ventaja y al final perderó.
(Y siguen jugandoxí
014; (5.010 (3,010 (2.0) Divi-
sor i a
A130 (45.510 (30,5>0 (25,5)0
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rl: Vamos a ver. Angela (es 214) ¿CÓmo represen-
tarías la zona que has descubierto’?
814: . . . (pensando> Cómo la represento.
M ¿Tú sabes cuál es?
814! (Sin dudar) Sí. A partir del <2,0) hacia
adelante.
rl! ¿Qué quiere decir hacia adelante?
814! Hacia la derecha. Todas las “y-es” Y “x2”.
A partir de ~2, todas las x e la derecha.
Alt: La condición es que el número horizontal
sea mayor o igual que 2.
(Ahora comienza la integración del conocimiento
adquirido, entre el conjunto de los saber adquiridos
anteriormente>, (institucionalización).
M:~Podeis usar algún símbolo para representar al
número horizontal?
Alt.’” x”. “x” mayor que 2.
814.’” x” mayor o igual que 2: x 2
M Esa es la condición que ha elegido 1-15 Mar
(es Alt) y que tú Angela has acertado. Y ahora, MS Mar que
ya sabes que ella habia elegido “la 23”. ¿Cómo sin~bolizarias
la condición?
fl13: “>0’ mayor O igual que 23! x .t 23
rl! Ahora ya cabeis representar una zona del
plano. ¿Cómo representariais la zona contraria?
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A13: Pues... x menor que 2.
814’.x 2
<AIZ tampoco quiere revancha asi que prosigue. el
juego con la siguiente indicación)
lOh iSa..
41 INDICACIóN. Se lee da. (Recordemos brevemente
que es lo mismo pero con dos rectas que determinan entre
ellas una zona vertical)
(OBSERVACIóN 10! El desarrollo de 1. ~ Indicación
también ha sido más breve de lo previsto. Se calculaban 10 e
y ha durado solamente Se)
814? Será largo ahora.
rl: Fodeis rayar un poco la zona elcoida. si
querois. Empezad cuando esteis listas.
8141 (20,01W (—20,0> Divisoria (—22,0)0
4140 (25.5W <3,5W (—25,51W
814< (—30,0>0 (—45,0W (—40,0W
4(4! (—45,5W (45,5>P (—100,51W
8140 (‘~‘35,5> Divisoria
4141 (—10,5W
Mb¿Qué estrategia seguíais? ¿Qué estrategia
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seguías Angela’? <es 214)
?14: Yo iba todo el rato Con la “yO”, porque era
la que menos importaba. La que importaba era la x. Y probaba
con positivos y < negativos alternando.
Mi ¿Cómo se simbolizaría?
814! “x” entre —20 y —~u. x ~. —20 y x> —35
flI~ No quiero revancha.
(OBSERVACIóN 11! Ahora ya saben cómo va. No les
importa ganar o perder porque son amigas. Ha tsiido interés
el juego hasta que han descubierto “el truco”. La situación
a—didáctica ha funcionado consiguiendo su atención mientras
competían por entender el fondo del juego)
(Oh 25m
Sé INDICACIóN. Se les da. (Recordemos que esta es
una recta oblicua de inclinación igual a 45’)
<OBSERVACIÓN 12: El tiempo empleado para la 4~
Indicación ha sido sólo de lOs frente a los 20,,, que se
habían calculado. Se ve realmente que han comprendido el
juego y que íes interesa.>
(Cambian de recta varias veces. Les cuesta un
poco dibujar una recta que Sea diagonal porque la cuadricula
es de pequeRo tamaRo. No saben cuál será más difícil de
localizar. No se les ha pedido que centren los ejes en el
papel y no se les ocurre hacerlo.>
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413: ¡Pero ahora cortará a los dos (ejes)! Puede
haber por aquí y por aquí. ¡Habrá más puntos!
1-1: ¿Es que es más grande que antes la zona?
413: No ¡ja, ja! Pero ahora van a importar las x
y las y. Las dos.
814: (Para sí misma) No encuentro la diagonal.
uVa’ Veo que pasa una cosa cuando es diagonal.
(Pero no dice nada más)
(OBSERVACIóN 13! La próxima vez qis se realice
la lección celes indicará que centren los ejes en un origen
dado, para evitar que los puntos se salgan fuera de la hoja
de papel, pues hace perder mucho tiempo en sediciones>
814! <20.0>0 <10,0)0
Al:~.’ (20,10W (30.10>
(Con este (30,10) tiene que medir fuera de la hoja, de
forma aproximada)
413: Pero es que ahora es horrible, con los negativos.
(Comienzan a reali:ar sus tiradas con los
resultados siguientes:)
814! <0,0)0 (40.0W (30,0)D
413: —20,—l0>F (40,010 (50,0)0
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814: (55.0)0 (37.0W (36,0) Divisoria
413: <—70,0W <63.0)0
814:jl otro punto en que toca a los ejes es el
a que si?
Al3~ S~.
814: Ganó, ya sé cuál es.
rl: Sabremos si has ganado cuando todos los
puntos que le digas estén dentro de la zona. Dile alguno.
814: (37,2)
413: ¡Fuera!
(814 se ha equivocado. ¿Es que no puede acertar
los puntos con la información que ha conseguido?)
814: A ver. A ver. Es que me he equivocado. Es
al revés: (4.—2).
Al:: En la divisoria.
814! Encima es (34,—l)
413: Y el (—5,30> ¿está o no?
514: <Duda un poco. Al fin dice:) Sí
413: ¿Y el 25, —36)
814: No, fuera.
(‘U Asegúrate porque parece que duda. Busca algún
punto cerca de la recta que será más difícil.
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ALZ: ¿Y ml (36,21?
814! Está dentro.
rl: Está visto que lo sabe. ¿Qué operaciones
haces Angela (814>?
81V No hago operacibnes. He puesto: Si ml 36 es
O el 35 es —1. 34 es —2, 33 es —3 y así sucesivamente. Estos
son todos los puntos de la recta. Cuando me dice uno lo
miro. ¡Más vale saRa que fuerza!.
<OBSERVACIÓN (4: Al expresar el refrá,: “Más vale
,5a?a que fuerza” nos revela que cree haber cmiseguido la
solución por un método ‘no regular’, “no mate.4tico”. Quizá
este convencimiento le viene porque, como ella misma dicen
no ha hecho operaciones. La regla que ha encontrado le
parece como un truco, es decir, algo no permitido mateináti-
camente hablando. Esta sensación, en el alunno, de que lo
que ha descubierto no es muy importante en el ~ntido mate”
mático es muy frecuente y desaparecerá cuando — llegue a la
integración del conocimiento entre los ya adcluiridOs
anteriormente).
rl: ¿Puedes establecer una condición que simbo—
lice la zona del plano que ha elegido MIP Mar? Ahora ya sabes
cuál es la recta. Los dom equipos sabeis cuál es la recta.
Los dos) Sí.
rl: Ganará ahora quién logre simbolizar la
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condici ón.
8>4: n S. 56 con y 1 —36
rl: A ver. Probad,
A13: ¡St que está bien’. ¡Que si, que si!
71: Pero. ¿Hay algún punto con “x 2 36” en la
- ona”.
A13: ¡Si’ ¡Mira! ¡Todos éstos! Y ¡menores que —
6 todos estos otros!
rl: ¿Cómo has hecho tu tabla Angela?
814: Si a “x” le resto 1 a “y” le resto 1...
Mt ¿Puedes calcular la “y” de la recta si te doy
la “x” un poco difícil?
814: Creo que sí.
Mt x = 140
214: Pues a 140 le resto 36 y ya tengo el punto
que es: <140, 104) pues como le he ido sumando 1.
rl: ¿Entonces la y que acabas de calcular a quién
es igual?
8141 La y es igual a ,‘ menos 36.
ti: Con ésto teneis la recta y ¿la zona?
A13 Todo lo que sea menor que la operación.
Mt ¿Que quiere decir éso de “menor que la
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operación”?
A13: Todo lo que sea menor que: y=x’-36.
(OBSERVACIóN 15: Se ve que la altra 413 ha
entendido lo que debe hacer pero todavia no puede enpresar
la desigualdad. Se ve que le falta muy poco pero no da el
paso ella sola.>
M: ¿Podemos expresar esa frase con una relación
matemática?
BM: Yo tengo una idea.
creo que no está bien poner « y <
t y 1 y = x—Z6 ‘4.
y y = x—36 k. Pero
y st Quizá sea mejor
BUS: Podemos poner: ~ y~ < yt ~ x—S6
8144 Más sencillo. Poner
Con el valor de “x” calculas “x—36”
menor que toda esa operación.
solamente < y x—36 t
y la “y” tiene que Ser
(OBSERVACIÓN té: 1-lan llegado a una expresión en
la que están de acuerdo. Ahora hace falta que esa expresión
se integre, es decir que pase a formar parte del conjunto de
conocimientos de los alumnos
Después de la observación del funcionamiento de
la primera lección he hecho algunas correcciones en las
consignas de modo que la lección queda de la forma
si gui ente:
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11,5. LECCIóN PRIMERA CORREGIDA.
Los alumnos se distribuirán por parejas de equi-
pos A y 8. Cada equipo podrá estar formado por 3, 4 o 5
al umnos.
Cada equipo dispondrá de tres hojas de papel de
tarnaRo folio. Dos de ellas, por lo menos, serán de papel
cuadriculado: el plano PROPIO y el plano PARA MOSTRAR. Estos
dom planos llevarán marcado el sistema de ejes coordenados
s,n escribir los nombres, Xx’~ yy’, de los ejes; solamente
las dos lineas perpendiculares. La tercera hoja llevará el
ESGUEMA para el CONTROL DE RESULTADOS (Pág. siguiente).
El profesor irá diciendo las indicaciones;
Prof! PRIMERA INDICACIóN “El Drinler iueoo con-
sistirá en que cada equipo A dibujará un punto en el plano
coordenado PROPIO con la escritura coordenada correspondien-
te y el mismo punto en el plano que VA A MOSTRAR al equipo
contrario, PERO AQUí SIN LA ESCRITURA COORDENADA. Simple-
mente lo marcará con un 1 para saber que es el primero que
ha puesto y lo mostrará al equipo 8 correspondiente. Este
deberá dar la escritura que cree que corresponde. A conti-
nuación, a la inversa. Asi hasta cuatro veces cada equipo.
El equipo ~ue ha elegido el punto confirmará el
éxito o fracaso de la respuesta.
Anotareis los aciertos con un “t” y los errores
con un “0’ en el esquema de control de la hoja de resulta—
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dos (Cada equipo irá rellenando la suya> semejante a ésta”:
“Conservad los resultados”.
Proc SEGUNDA INDICACIÓN: “Vamos ahora al
segundo juego. Vamos a jugar a la pesca. Cada uno de los
equipos A,, y B,. debe dibujar, sobre su hoja propia, una
recta horizontal dónde prefiera. Esa recta es la divisoria.
Así ha dividido el plano en dos zonas que llamamos semi-
planos y ahora elige una de esas zonas como su zona de
pesca, rayándola.
El otro equipo debe adivinar la zona rayada, SIN
QUE AHORA LE HAYA SIDO MOSTRADA; solamente sabe que la
divisoria es horizontal.
Para localizar la zona se efctuarán tiradas
diciendo las coordenadas de los puntos “que se lanzan”. Cada
punto que se lance se considera una tirada.
Efectuareis una tirada cada equipo alternadamen-
te Y, si la tirada ha acertado dentro de la zona, el equipo
contrario dirá que ha entrado; si no ha acertado dentro de
la zona. se dirá fuera; y si acierta justo en la divisoria
Juego 1 2 3 4 5 6 7...
EquipoA., * * 0
Equipo 8,, 0 t
ESQUEMA DE CONTROL DE RESULTADOS
645
dirá ‘divisoria’.
El juego consiste en localizar, exactamente,
CUáL ES LA ZONA DE PESCA que ha dibujado el otro equipo,
expresándola de la forma más clara posible. El equipo que
localice antes la zona del contrario ha ganado. Diremos que
la zona ha sido localizada cuando el equipo contrario lo
reconozca así.
El equipo que haya quedado en segundo lugar
puede pedir la “revancha” para intentar empatar. Seguiremos
el juego mientras haya tiempo y el equipo que quede segundo
lo pida.
Anotaremos una estrella al equipo vencedor en el
panel de control, como resultado de cada juego, cuando éste
haya finalizado. Estos juegos se numerarán) 92, 102, etc,..’
Prof! TERCERA INUICACIÓN”” Ahora vais a dibujar
una valía protectora, representada por una divisoria
VERTICAL. Se trata de situar vuestra casa en una de las dos
.onas creadas por “la valía”. De nuevo se trata de LOCALIZAR
su zona de protección para haber vencido al contrario.
Se efectúan tiradas alternativamente, empezando
por el equipo que haya perdido en el último juego. Contesta-
reis”ha entrado”, ‘fuera” o ‘en la valía” como respuesta a
cada tirada del equipo contrario.
Cuando un equipo quede primero debe conceder la
revancha al otro, si aquél se la pide. Proseguiremos como
antes mientras haya tiempo y alguien que haya quedado
segundo lo pida”,
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Prof: CUARTA INDItACIÓN.’ “Ahora descais levantar
un muro por delante y otro por detrás que delimiten vuestra
zona. Pueden ser los DOS HORIZONTALES o los DOS VERTICALES.
Dibujadlos y comenzaremos de nuevo a jugar.
También quedará primero el que logre averiguar
la zona de protección elegida por el otro”
“QUINTA INDICACIóN”! “Ahora sabeis que vuestras
divisorias horizontales o verticales crean una zona bastante
sencilla de localizar por el otro. Vais a escoger una obli—
cua cualquiera con la única condición de que sea diagonal de
todos los cuadraditos que atraviese. Elegid la recta y la
zona a vuestro gueto, igual que antes, y jugaremos de nuevo”
Nota para el profesor
En las consignas figura la exigencia de que los
equipos tengan que ponerse de acuerdo para dar el juego por
“ganado”.
Esto se hace con un doble objetivo!
Primero: Evitar todo lo posible la intervención
del profesor en el juego, que tendría, en caso contrario,
que decidir en qué momento y bajo qué forma se había
producido la declaración ganadora. Esto podría imponer a los
alumnos distintos niveles de exigencia en el rigor de la
escritura—solución.
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Por ejemplo, un profesor podría exigir que se
escribiera la desigualdad correspondiente, mientras que otro
podría conformarse con la escritura de la recta, (la
igualdad), aadiéndole la explicación: “a la derecha” o la
que correspondiera. Además en ambos casos estaría marcándose
la exigencia por parte del profesor y queremos que sea la
“situación” misma la que marque esa necesidad.
Segundo: Favorecer, entre los alumnos, los
intercambios de opiniones sobre cuál es la mejor forma de
determinar, sin dudas, la zona.
Con ello esperamos favorecer la aparic2ón de la
escritura simbólica, que es lo que deseamos obtener en el
aprendizaje, pero no imponerla.
Queremos que se llegue a un lenguaje aceptado
por todos los alumnos y que sea útil para la descripción
inequívoca de las zonas. Este lenguaje suponemos que será el
de las desigualdades.
11.6. COfIENTARIOS fl LA COUSTRtJCCIóN DE LA PRII~A LECCIóN
Observando la primera lección construida vamos a
dejar constancia del estudio que se ha hecho “a priori”.
La situación se plantea como una situación de
acción en forma de juego entre parejas de alumnos o parejas
de equipos.
La orimera decisión que había que tomar fué
sobre si nos convenía seguir una progresión de dificultad
642
creciente en las consignas que les planteábamos. O, por el
contrario, sería mejor organizar una situación más abierta.
Se optó por la progresión de dificultades, pues
se intentaba que mí alumno se sintiera seguro alcanzando
peque~os logros personales. Se consideró importante evitar
el desconcierto inicial, sobre todo en alumnos poco habitua-
dos a estas técnicas de trabajo.
Coso se trataba de conseguir que el alumno
llegara a expresar zonas del plano en forma de desigual-
dadeo, con dom incógnitas “x” e “y”, se decidió seguir una
secuencia de dificultades progresivas. Para las primeras
zonas se eligió poner la condición de que las divisorias
fueran horizontales; despu&s verticales y así se esperaba
que surgieran las condiciones <las desigualdades) con más
facilidad, al tratarme sólo de una incógnita: la “y” en el
caso de las rectas horizontales, y la “x” en el caso de las
verticales.
Se intentaba que los alumnos llegaran a expresar
estas condiciones sin dificultades y que tan este ejercicio
estuvieran mejor preparados para el caso de las rectas
oblicuas, que iba a representar una complejidad diferente,
al hacer intervenir las dos incógnitas relacionadas entre
5..
La acaunda duda que se planteó fué: ¿Cómo escri-
binan los alumnos la respuesta cuando la descubrieran?
Se trataba de anticipar posibilidades.
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Los alumnos podían escribir la respuesta de muy
diferentes maneros. Podían expresarla mediante el lenguaje
materno o mediante diferentes simbolizaciones:
a) Lenguaje materno.’ “La linee está en el 6 y la
ona está debajo de esa linee” (Referido a un semiplano
situado por debajo de la recta horizontal yó).
Se considera esta expresión como lenguaje mater-
no pues en ella no aparece ninguna relación simbolizada.
Parece una respuesta calificable como ‘primaria”, en el
sentido de que el alumno ha comprendido la situación que su
compaWero ha dibujado y lo e~:presa con un lenguaje “prima-
rio”. exento de simbolización.
bí Primeras simbolizaciones!
“La linee está en x+6 y es la zona de debajo”
(Referido a la misma zona de antes>
En este caso el alumno habría tomado como refe-
rencia el eje X, al que simbolizaría erróneamente con la
y. al querer escribir que está 6 unidades por encima, habría
llegado a la expresión x4-6.
En esta expresión no aparecen todavía simbolos
que expresen la condición que deben cumplir los puntos para
pertenecer a la zona, pero aparece una expresión algebraica
con letras y números que, aunque errónea, ya manifiesta un
deseo de simbolización.
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c) Simbolizaciones incompletas:
“La linea es y”6 y la zona es la inferior”
Aquí habría ya una simbolización correcta de la
linea divisoria, aunque mezclada con una frase materna para
expresar la zona.
dI Simbolización “interna”:
“La zona es cualquier punto que tenga la “y”
menor que 6”
Esta expresión, a pesar de estar en lengua
materna, ya mostraría que el alumno domina la condición
expresada. Podríamos decir que hay una “pre—simbolización” o
una simbolización “interna”, es decir una simbolización no—
expresada. Desde esta expresión es más fácil que pase a
escribir la desigualdad y 6.
e> Simbolización completa:
“La zona son los puntos que cumplen la con-
diclón y ó »
Con esta respuesta se habría conseguido la
simbolización que se persigue
Para estimular esta expresión se podía hacer
constar en las indicaciones que era mejor expresarla de la
forma MAS BREVE POSIBLE. Pero se decidió admitir, durante el
ejercicio, cualquier respuesta que representará, sin lugar a
dudas, la zona de que se trataba y por tanto la única condi-
ción que pondríamos era que no planteara objeciones de los
alumnos contrincantes correspondientes.
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(Más adelante, en la quinta cuestión. se es-
tudiaron distintas posibilidades de llegar a la expresión
más simbólica, la forma de desigualdad, mediante
debates o mediante la creación de la necesidad de conectar
unas condiciones con otras).
La tercera cuestión que se planteó iu&: Cómo
favorecer un sistema de control que queríanos que los pro-
pios alumnos tuvieran sobre eí proceso.
Así se estableció que en el comienzo del juego
se les darían instrucciones para que, además dc la hoja
visible, llevaran su propia hoja de control, en la que debe—
jan anotar los puntos y las zonas que habían elegido y que
el contrario debía adivinar, así como las sucesivas apuestas
que el contrario iba haciendo.
Entre los conocimientos que se supone que poseen
los alumnos está la expresión de los puntos del plano me-
diante pares de números y la expresión de rectas cuales-
quiera, y parábolas de eje vertical, mediante relaciones de
igualdad. Esto pertenece a lo que los alumnos y el profesor
saben que se ha estudiado ya (lo que se conoce como memoria
de la clase>. Se espera pues que los alumnos representen los
puntos por pares y que se apoyen en estos conocimientos para
iniciar sus estrategias.
Sin embargo, los alumnos no tienen expresión
conocida para los semiplanos, así que éstos deberán concre—
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tarse a base de elementos identificables. Estos elementos
deberán ser aceptados como tales por todos los alumnos. Si
los alumnos lo llegan a proponer, podría llegarse a acuerdos
prmvi os.
Por ejemplo, podía surgir el acuerdo de que.’”un
semiplano. de divisoria horizontal o vertical, quedará loca-
lirado en cuanto se conozca un punto de la divisoria” (si
los alumnos llegaran a ese acuerdo previo apreciarían gua
debían a~adir.’” la parte superior”, o “la parte inferior”, o
“la parte izquierda”, etc..., pero ésto, en general, dejare-
mos que Surja como una necesidad a lo largo del juego>. Otro
acuerdo al que pueden llegar es que.’”conocidos dos puntos
de la divisoria ésta quedará determinada”. También podrían
exigirse mutuamente que el semiplano elegido debiera
sombrearse.
Otra forma admitida podría ser detorminar la
recta divisoria dando su ecuación yf(x). Desde el punto de
vista de la enseWanra esta elección de identificación sería
ruy ventajosa, pues, desde ella, es más fácil llegar a la
expresión del semiplano mediante la desigualdad, pero en
ningún momento se debe forzar a los alumnos a que la elijan.
Esto es muy importante. Se deben respetar las decisiones de
los alumnos, cuando hemos dejado la elección en sus manos.
También podrían ponerse de acuerdo en que, cuan-
do uno crea que ha localizado el semiplano del contrario, lo
“demuestre” haciendo tres disparos o “n” disparos> que
acierten realmente en la zona.
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Conviene observar que durante la elaboración de
los acuerdos se realiza una actualización de conocimientos
anteriores. El establecimiento de estas reglas del juego,
por parte de los alumnos, ayuda a actualizar los conocimien-
tos previos que deben tener y favorece, por tanto, la equi-
paración de condiciones de partida para los contendientes.
Al final de cada juego, ambos equipos, pueden
comprobar si las respuestas que han recibido, al hacer sus
tiradas, eran correctas comparando su control con la hoja de
control oculta por el otro hasta entonces. De este modo
queda, en todo momento, clara la limpieza de) juego.
La cuarta oreounta que se presentó fué: ¿qué
pasaría si los alumnos no usaban números enteros’?. Pensamos
incluso llegar a aconsejar su uso.
La razón de esta decisión era eliminar las dudas
o confusiones en las respuestas para el caso de la linea
oblicua diagonal. <Más adelante se levantaría esta restric-
ción para el caso de una oblicua de cualquier inclinación).
Sin embargo, se vió que esta condición se
cumplió sin necesidad de ponerla, pues los alumnos, al poder
elegir, y aquí podían hacerlo, eligieron números enteros. Se
limitaron a ellos e. incluso, en el primer momento usaron
los números naturales, apareciendo los negativos solamente
“en caso de necesidad”, es decir cuando querían efectúar una
tirada “por la izquierda” o “por abajo”.
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La ouinta cuestión fué que no queríamos
imponer muchas restricciones y, por tanto, ya que estábamos
dispuestos a aceptar cualquier expresión (lingdístiea,
simbólica, etc...) que determinara, sin lugar a dudas, la
zona buscada, ésto podía suponer la respuesta antes de haber
llegado a la expresión simbólica de la desigualdad. ¿Cómo
podíamos llegar a perfeccionar el lenguaje en este caso?
¿Cómo crear una situación en la que la expresión debiera
simbolizarse de forea más abstracta? Quizá cr’ una situa-
ción de formulación.
Esto no debía hacerse por una solicitud directa
del profesor. Hubiera sido muy fácil decir: “Se debe encon-
trar un lenguaje más conciso ó mas preciso”. Pero lo que
se quería es que esta necesidad viniera dada por la propia
situación creada, debía ser una exigencia de esta situación
,
una exigencia “espontánea”.
Podíamos hacer pues, tres cosas diferentes:
— Crear una situación de debate
— Crear una situación de comunicaci&tl
— Crear un nuevo juego
Estudiamos estas posibilidades una por una.
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11.7. CREAR UNA SITUACIóN DE DEBATE
Este debate tendría por objetivo discutir cuál
es el mejor lenguaje para expresar las respuestas. Se
trataría de conseguir entre los alumnos lo más parecido a un
debate científico con la exposición ordenada de declara—
cLones, defensa y ataque de las mismas; obtención de
conclusiones. Todo ello realizado con un moderador para la
petición y turnos de palabras.
En o! debate se expondrían, por parte de los
equipos participantes, los lenguajes empleados con expresión
de las opiniones sobre las ventajas o inconvenientes de la
utilización de unos u otros.
Esto tendría como resultado una refleÁ ión sobre
la utilidad de perfeccionar el lenguaje. Los alumnos que no
hubieran participado mucho en la elección de la expresión,
podrían ahora encontrar su sentido, pues se esperaba que
surgieran preguntas o afirmaciones como: “Esto quiere decir
que...”. ¿Esto qué significa? o “Esto significa que...”, que
rían aclarando el sentido de las expresiones empleadas.
Se suponía que este debate llevaría a escoger la
expresión simbólica, por varias razones: es más concisa y
menos ambigua (es decir, más precisa) y también se esperaba
que algún alumno la calificaría de más “matemática”, pero
independientemente de si se producía la elección ó no, el
debate, en Si mismo tendría que aportar un enriquecimiento
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para cada uno de los alumnos.
11.7.1. ¿CóMO CREAR UNA BUENA SITUACIÓN IlE DEBATE?
Para lograr una buena situación de debate es
necesario tener en cuenta que la mayoria de los alumnos no
han participado nunca en una experiencia de este tipo.
Incluso la propia mecánica del debate es desconocida en
cuanto a las formas de intervención, petición del turno de
palabra, atención a las otras intervenciones para evitar
repetición de razonamientos, expresión de razonamientos
correctos que apoyen nuestras intervenciones, o que sirvan
para rebatir otras.
Es aconsejable comenzar con una exposición,
aunque sea somera, de la forma en que se va a desarrollar el
debate. Explicar la utilidad de un moderador que otorgará
el turno de palabra, por orden. a cada uno de los partici-
pantes que lo solicite, y la necesidad de pedir ese turno de
palabra para poder intervenir. Exponer la conveniencia de
tomar notas para que las intervenciones sean adecuadas.
Cuando el debate se inicie, el profesor debe
procurar intervenir lo menos posible. Su actuación debe ir
encaminada a estimular y canalizar las intervenciones de los
alumnos para que éstas sean numerosas y fructíferas. El
objetivo debe ser llegar A obtener “buenas respuestas” como
conclusiones del debate.
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En cuanto a aceptar “la buena respuesta” debere-
sos hacer algunas precisiones. El hecho de que, la respuesta
que cueremos alcanzar, haya sido pronunciada, no debe ten-
tornos a aceptarli “como buena”, públicamente. La aceptación
de “la buena respuesta” debe venir del resultado del debate
y de la aceptación, por parte del grupo de alumnos, no del
profesor.
Por parte del profesor, será suficiente que
favorezca la contra argumentación. Solamente en el momento
de la síntesis final, es interesante la opinión magistral en
apoyo de los argumentos más pertinentes desarrollados, con-
traponiéndolos a los argumentos que se les hayan opuesto. A
veces, a~adiendo complementos epistemológicos y didácticos,
La discusión sobre las respuestas supondrá una
revalorización de las mismas al poner en marcha los argumen-
tos que apoyan a cada una de ellas. Esto irá suponiendo
aclaraciones y reafirmaciones, para aquellos participantes
que no han comprendido bien o que, simplemente, estaban
equivocados, e irán integrando las respuestas “vencedoras”.
Por otra parte, una “buena respuesta” lo será
realmente, cuando haya tenido en cuenta las respuestas
“erróneas” de los otros participantes, y haya conseguido que
evolucionen hacia ella mediante argumentos adecuados.
También es muy importante dejar que las respues-
tas menos correctas o erróneas se produzcan, pues, al salir
a la luz, se consigue identificarlas, lo que forma parte de
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un proceso de reconocimiento, análisis y rechazo, que ayuda-
rá a evitar su reproducción.
Para que un debate alcance la condición de tal,
debe obtener la respuesta como resultado final del proceso.
La parte del profesor en ese proceso es la de
avivar los intercambios en las, comunicaciones y facilitar
que todas las opiniones sean tenidas en cuenta en los razo-
namientos colectivos. Evitar que una opinión sea rechazada,
simplemente, por otra opinión. Evitar que el prestigio perso-
nal de algún alumno pueda imponer una respuesta, sin el
análisis pertinente de la misma, etc,.
Si el grupo de alumnos que participa en el
debate lo hace por primera vez, o lo ha hecho pocas veces,
es necesario explicitar las reglas lógicas que deben ser
respetadas y también las consecuencias de situaciones como
la aparición de un contraejeroplo. El hecho de que un con—
traejemplo invalida un razonamiento no es evidente para la
mayoría de los alumnos y estas reglas del debate deben ser
aceptadas antes de que éste comience <Artigue. 1990).
Para éso puede ser interesante realizar un
debate de prueba, en el que se den a conocer algunas de las
reglas de inferencia lógicas más sencillas y las que corres-
ponden a su negación; las reglas de validación. Un debate
dónde se vean situaciones con contraejemplos, etc...
También puede ser interesante aprender el modo
material de participar en un debate, en el sentido de
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escuchar todas las aserciones, anotar algún punto de la
discusión al que se desea contestar, pedir la palabra,
esperar el turno de respuesta, etc...
Es muy importante que los alumnos conozcan la
mecánica del debate, antes de empezarlo, porque así se
potencia la participación de la mayoría y es más fácil
conseguir que el debate sea rico en aprendizaje y en con—
~1 usi ones.
Un proceso como el debate logra, fuertemente, la
integración de los conocimientos que se manejan. Además, es
muy interesante para el alumno aprender a participar en un
debate, pues éste se puede realizar en otros momentos. Esta
participación obliga a poner atención sobre cómo y dónde
situar significantes y significados, y dominar el uso de los
signos para que no traicionen a los símbolos.
En el caso de nuestra Lección Primera se puede
pedir a los oquipos que escriban la expresión de la última
.ona que cada uno de ellos ha acertado.
Que un representante de cada equipo exprese la
escritura de la solución que ese equipo propone.
El profesor no dirá nada y simplemente anotará
en la pizarra las distintas respuestas que vayan surgiendo.
Después se puede hacer una votación individual
para “ver que escritura tiene más partidarios”. El objetivo
de esta votación es que todos los alumnos se sientan
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implicados en el debate, pues ya han tomado partido y están
interesados en saber si la respuesta que ellos han elegido
‘vence, o no”.
Luego da comienzo el debate. El profesor puede
actuar de moderador y dar la palabra a los representantes de
las distintas opciones, para que apoyen con su defensa la
respuesta que han dado.
Es aconsejable comenzar por debatir las
soluciones que parezcan menos correctas, pues así surgirá
pronto la polémica, es decir el verdadero debate.
Durante el debate el profesor deberá tener un
e<quisito cuidado de no dejar traslucir su propia opinión,
pues ésto condicionaría las opciones de los alumnos.
11.7.2. EXPERIENCIA DE UNA SITUACIÓN DE DOATE
Durante el desarrollo de la Lección Primera en
distintos grupos de alumnos se alcanzaron expresiones diver-
sas para determinar las zonas del plano. El debate se orga-
nizó para discutir sobre ellas, comparándolas para perfec-
cionar el lenguaje, esperando que quedaran integradas
aquellas que resultaran más precisas y adecuadas al trabajo
posterior que se tuviera que hacer con ellas.
El desarrollo de estos debates fué registrado en
video y en cintas sagnetofónicas para observarlo y estudiar-
lo con posterioridad. La observación didáctica realizada
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ncluye este estudio de comparación de las cintas magneto—
Jónicas y el video. así como la discusión posterior entre
os profesores que estuvieron presentes en la experiencia.
La indicación que se dió a cada equipo para
preparar el debate fué la siguiente:
INDICACIóN: Tomad la expresión de la última
.-ona del plano acertada en el juego de la Lección Primera y
escribidía de la forma más breve posible, codificándola,
para enviar un mensaje a un equipo que está en otra clase y
que tiene que conocer coal es la zona. Competiremos para ver
pué equipo consigue la mejor expresión.
Tiempo de reflexión: De 10 a 15 minutos. (El
tiempo se marca en función del número de alumnos que forman
los equipos. Si en una clase se han formado equipos de 1,2 o
3 alumnos marcaremos 10 minutos y si son equipos de 4 o más
al umnos dejaremos 15 minutos de ref le:.: i ón)
Al cabo de este tiempo el profesor desde la
pizarra, donde iba a escribir los resultados, se dirigió a
los alumnos.
En la clase 8—10 de R.E.M (Reforma de Ense~anzas Medias
)
Profesor: Veamos cómo habeis expresado vuestra
,.ona. Empezamos por el grupo n2 4 (Se ha elegido éste, para
empezar, por ser uno de los más flojos>
El profesor va escribiendo en la pizarra el
texto que va dictando cada equipo. En la segunda clase en la
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que se hizo la experiencia fueron los propios equipos, a
través de un representante, los que iban escribiendo sus
expresiones correspondientes.
La pizarra, en la clase 8—10 correspondiente a
un curso de Reforma, quedó como sigue:
GRUPOS EXPRESI ONES
<—20,0) vertical derecha
y = 12 horizontal arriba
(6,0) izquierda
4 Por los puntos de la divisoria: (l,3>(3.5)
derecha
Profesor: A continuación vamos a establecer una
discusión para elegir la mejor expresión. Grupo nQ 4 ¿Cúal
es tu voto?
(Este grupo votó por la primera expresión. El
grupo nQ por la tercera, que es la suya. El grupo ng 2 por
la suya Y el grupo nQ 1 por la suya también>.
Profesor: La más votada es la primera, pero la
más breve es la tercera. Vamos a ver si la expresión del
tercer grupo nos permite dibujar la zona. El punto <6,0)
<6,0)
1—1—1 — 1—1—1
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Profesor: . . . a la izquierda...
un alumno del grupo nQ 4 interrumpe.
Alumno: No basta con un punto porque puede ser
vertical u horizontal.
Contesta un alumno del grupo ñQ 3.
Alumno! Al decir izquierda ya queremos decir que
la recta divisoria es vertical sino dinamos arriba o abajo.
El profesor a~ade.
Profesor: Entonces, la información “izquierda’
quiere decir: vertical izquierda. Son dos informaciones en
una <y aRade en la pizarra)!
3 (6,0) izquierda: Cvertical izquierda)
Interviene un alumno del grupo nQ 2,
Alumno: Nosotros vamos a tachar “horizontal”
porque la expresión “y~l2” , a través de la “y”, ya dice que
es horizontal.
El profesor pregunta a los otros grupos si están
de acuerdo en que se puede tachar “hori zontal “. Los otros
grupos aceptan y se tacha;
2 J y = 12 arriba
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El profesor hace una pregunta,
para estimular la precisión de la escritura.
Profesor! ¿Se puede encontrar
abreviar la expresión tachando la palabra
manteniendo la información que da?
al grupo nQ 2,
una forma de
“arriba” pero
Un alumno contesta! Poniendo “yl2” y una fleche.
El profesor le pide que salga a la
escriba. El alumno sale y escribe:
pilarra y lo
2 1 y r 12
Profesor! ¿Estais de acuerdo en que esta
escritura es la más breve Y que contiene toda la información
necesaria para conocer la zona?
Todos los alumnos están de acuerdo.
Profesor! Pero esta escritura no es una
escritura aceptada entre la comunidad matemática. En ningún
texto se encuentra una expresión como Ésta. ¿Habría alguna
forea de eliminar la flecha?
No responde nadie. El profesor pide a un equipo
que le diga un punto de la zona.
Alumno’ El (7,13)
A continuación pide a otro equipo que diga otro
punto de la zona.
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Alumno: El (-‘1.13)
Profesor: ¿Coal es el criterio que estais
empleando para elegir los puntos’?
Un alumno: Que tiene que tener la “y” mayor que
12.
Este conocimiento estaba imolícito y ahora se
hace exolícito al conjunto de alumnos. En este momento
interviene un alumno del equipo nQ 1.
fllumno: Hay un signo matemático “así” CteRaía en
mI aire el signo de desigualdad).
El profesor interviene pidiendo al alumno que
escriba ese signo en la pizarrra. El alumno sale y escribe
el signo “
Profesor; ¿Se puede usar este signo en nuestras
expresiones’?
Contesta un alumno del grupo nQ 2: Se puede
poner y > 12 - porque todos los puntos de la zona lo
cumplen.
Profesort ¿Puede servir esta expresión para
representar la zona?
Todos están de acuerdo y termina la clase.
1 ¡
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En la clase 2—4 de R.E.M. <Reforma de Enseganzas Medias)
.
Empieza la segunda clase dada a este grupo repi-
tiendo, a los alumnos, como indicación que cada equipo elija
una zona de pesca, correspondiente a un sesiplano rayado,
marcado por una linea horizontal o vertical según deseen, y
que repitan el juego del día anterior. Con esto se pretende
que dispongan de expresiones recientes que determinan las
.-onas de pesca (semiplanos) y con las que se puede iniciar
el debate. Después de realizar esta actividad, propone:
Profesor!”Ahora os propongo jugar por grupos.
Cada dos equipos A,, y 2,, formarán un grupo. (flsi se reduce a
la mitad el número de contrincantes y se duplica el número
de alumnos que van a participar en las discusiones internas
do cada grupo>. Se trata de discutir la forma en que
expresaríais la zona del contrario para enviar un mensaje de
información en clave a otro ttmpaaero que está en otra clase
para que él pueda pescar en esa zona • Tenei s 15 minutos de
reflexión y luego elegiremos la mejor expresión”.
Después de ese tiempo. el profesor, desde la
pizarra, va pidiendo a los distintos equipos que escriban
las expresiones que han utilizado, para seleccionar aquella
que, de forma más breve y precisa, represente a una zona.
El primer equipo propone:
Grupo Ev.presión
1 Vertical del (16,1)
667
profesor ¿Con eso es suficiente?
Un alusno contesta: Hay que a~adir la palabra
Este (para indicar la :ona derecha).
Otros alumnos dicen que no es necesario. El
profesor la a~ade con una interrogante.
1 Vertical del (16,1) ~9TE <7)
Profesor: ¿Cuitl es la e~;presi6n del segundo
grupo~ (Un alumno sale y escribe>
2 1 (5,6) ESTE
Profesor Y. ¿la del tercer grupo? (Otro alumno
sale a escribir)
¡ <17,1) arriba y abajo
Un alumno pregunta qut quiere decir arriba y
abajo y un representante del grupo nO 5 ací ara que gui ere
decir “vertical. El profesor pregunta al equipo n2 5 si
quieren cambiar la expresión y los alumnos que lo jorcan
deciden que si porque resulta m~s breve.
El grupo nQ 4 anota (5.5) (~5,5) NORTE. El grupo
nQ 5 empieza escribiendo “x 25’; luego completan Y
luego (,<,25)’ y, por fin, se deciden por ‘x25’ y el sev.tc
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equipo escribel (1.1) NORTE.
La pizarra queda así:
Grupo Expresión
Vertical del (16.1) ¿ESTE?
— (3,6) ESTE
¡ <17,1) vertical
4 (3,53<—S.S) NORTE
<=25
6 ¡ (1.1) NORTE
Profesor: Vamos a elegir la mejor de las seis
expresiones que tenemos. (Pregunta al primer equipo por cúal
votaría y éste dice que por la s~ ya que “es la t~s breve’).
Un alumno dice que la expresión del grupo nQ 5
no da toda la información necesaria para conocer la zona.
Profesor: ¿Cuáles son las dudas ante un mensaje
como éste?
Con esta pregunta, el profesar hace una
devolucidm de responsabilidad al propio grupo ~ alummcs.
A2umno~ Yo creo que ‘Y = 25” no se entiende, no
da ninguna información. Es un punto. No, no es ni tan
siquiera Un punto.
Profesor Alguien del grupo n! 5 que defienda la
expresión
669
~1umno~ del grupo n2 5! S,, es un punto . . - pero
como la linea recta es infinita. ¿Cué punto vas a poner?
Profesor: Conviene que os pongais de acuerdo
sobre lo que es ‘Y = 25’
Aluaflo.: Es un valor. Para un punto hay que dar
además otro valor.
fllumno! No hace falta porque la linea recta es
infinita.
Profesor: Según el grupo nQ 5. ¿Qué significa
= 25’? ¿Es algún punto?
Alueno~ del grupo nP 5~ Es el punto del e
3e.
El punto (25,0).
Profesor! ¿Es el único punto que tiene “::“ igual
a 25’
fllumno~. No, también es el punto <25,1)
Profcsor Entonce. ‘Y 25” ¿Sobre qué punto da
información
2
Alumno! Informa sobre el de abajo Y también
sobre el de arriba.
Otro alumno: Informa sobre TODOS.
Profesor: Entonces, ¿“x 25” contiene una in-
formación más amplia? ¿Qué información contiene?
4lumno~! La de la linea.
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El profesor dibuja la linea .“x = 25’ y pregunta
de nuevo.
Profesor! ¿Esta linea? ¿Estais de acuerdo?
Alumno.! No. porque 5< = 25” es un valor. No es
una linea. No es un punto tampoco.
CÉ-4ay un inciso a propósito del punto (25,0> que
un alumno ha nombrado como el <0.25) Y entonces no cumple la
condición ‘5< = 25”. Se aclara ésto y se prosigue. <Se Ve
aquí una de las virtudes del debate: que consiqus reafirmar
conocimientos anteriores>
Profesor: ¿Los puntos (25.0) y <25,1> cumplen la
condición 5< —
Todos los alumnos están de acuerdo.
Profesor: En ese caso. ¿Qué es ‘5< = 25”?
Alumno! Es una igualdad.
tiene algún
lenguaje
el
Profesor! ¿Y. desde el punto de vista geométrico
significado?
El profesor trata de ací arar con los alumnos el
simbólico que constituye la expresión x = 25” en
Alumno...! Es una información de la recta.
El profesor resalta la integración del conoci-ET
1 w
263 81 m
379 81 l
S
BT

miento de la expresión “x = 25” que se está protciende.
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Profesor! Y = 25” es, pues, una información
sobre muchos puntos en una peque~a expresión. El grupo nQ 5
ha enviado un mensaje que contiene la recta. ¿Con eso es
su-fi ciente?
Alumno del grupo nQ 2! No se sabe qué zona es.
Profesor! ¿Está incompleta la información?
Alumno del grupo nl! 1! Sí, falta decir la zona.
profesor! A ver el grupo nQ 4. ¿Cúal es su
opinión?
Alumno del grupo nQ 4! Esa expresión nos da la
recta pero no la zona.
Profesor! ~,Habría que aRadxr alguna información”
Mumno del grupo nQ 4! Hay quo c,Ra’dir la palabra
izquierda’ o “derecha”.
El profesor se dirige al grupo nP 5 para
preguntarles si están de acuerdo.
Profosor! ¿Estais de acuerdo en que hay que
a~adir una palabra?
Alumno del grupo n2 5! Sí, hay que aRadir la
palabra “ESTE”
El profesor la escribe y hace observar a los
alumnos que ahora las informaciones de los grupos 22, 52,
52, y 62 han quedado en la pizarra igualmente breves.
áfl
Grupo Expresión
Vertical del (16,1) ESTE
<3.6) ESTE
<17,1) vertical
4 <3.5) <~ 5> NORTE
5 x25 ESTE
6 <1,1> NORTE
Profesor! Las expresiones 2~, 3’~ y 6~ son muy
semejantes. Todas ellas incluyen un punto. Vamos a comparar
una de ellas con la expresión 5~ que se presenta un poco
distinta de ellas. Por ejemplo la 5? y la 6?. Va’is a votar
por la expresión que Os parezca mejor.
Los grupos efectúan su votación y se alcanza el
siguiente resultado:
5 ¡ x = 25 ESTE 4 votos
6 ¡ (1,1) NORTE 2 votos
Profesor! Vamos a dar una oportunidad al grupo
nS 6 para que defienda su expresión.
Alumno del grupo nP 6! La expresión del punto
(1,1) indica la recta divisoria.
Alumno del grupo 39! Pero la recta podría tener
distintas inclinaciones.
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Alumno del grupo 62! La palabra “NORTE” ya
indica que es horizontal y arriba.
Se desarrolla una discusión sobre la información
que aporta la palabra “NORTE”. Se vot. para decidir si la
palabra “NOPTE” informa, o no, que la recta que pasa por
(1.1) es horizontal. Se obtienen 4 votos en contra y 2 a
favor y como hay más rechazo que aceptación, el profesor
propone cambiar a trabajar con la expresión 5~, “x a 25
ESTE”, para ver si se puede reducir.
Alumno del grupo ~O! Prdríamos poner un signo
“más” y quitar la palabra “ESTE”. <El profesor lo hace)
5 J x254
Con este signo “-4” parece empezar a aostrarse el
conocimiento de que la zona coincide con “x mayor que 25t
El profesor hace ahora unas peticiones encaminadas a que se
manifieste ese conocimiento que parece estar isplícito.
Profesor! Decid un punto de la zona.
Alumno del grupo 39! (26,7>
Profesor! Otro punto más.
Alumno del grupo 12! (28,2)
Profesor: ¿Cómo lo has elegido? (Y Sugiere> ¿Es
necesario pensar en las dom direcciones’
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Alumno del grupo 12: No. Es solo necesario
pensar en una, Solamente hay que pensar que ‘Y” SEA MAYOR
QUE 25.
Encontramos aquí, expresado explícitamente, el
CONOCIMIENTO IMPLÍCITO que queríamos que apareciera y ahora
prosigue la clase tratando de escribir con sífl~bó1O5 la frase
“que < x » sea mayor que 25”. -
Profesor! Entonces. ¿Ya no es importante el
hecho de que ‘Y = 25”?
Alumno del grupo 12! Si que es importante para
saber que la zona empieza en 25.
Profesor! ¿Vué es más iaportante.’”~< < » es
igual a 25” o “~ » es mayor que 25”?
Alusno del grupo 22. Es más completa “Ñ< x es
mayor que 25”.
Profesor! <Directamente> ¿Podeis encontrar una
expresión para esa frase?
Plueno del grupo 62: Sí. “ :: 25 (Sale a la
pizarra y la escribe>
11.7.3. EVOLUCIóN DEL LENGUAJE DEL PL~JO y
Se ve. en el desarrollo del debate, que, para el
alumno, existen dos lengUajes diferentes, Uno para el plano
gráfico ,, y otro diferente para las expresiones simbólicas
del plano R’.
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En la Lección Primera se encuentra una situación
a—didActico que pide a los alumnos la escritura según el
lenguaje del plano ,, cuyo perfeccionamiento sucesivo se
realiza a lo largo del debate
.
Se puede estudiar la evolución progresiva de las
evpresi once empleadas:
1.— F’ondriamos, en primer lugar> las expresiones
que traducen el proceso seguido para la localización de la
divisoria dando importancia a un punto, que es el que ha
producido la localización, y a la recta misma haciéndola
constar de alguna forma. Por ejemplo, la et:presión de! grupo
n9 3 en la clase 8—4!
<17,1) arriba y abajo
Para e~:presar la orientación de la recta se usan
aquí términos muy intuitivos! arriba y abajo. Incluso en
algún alumno las palabras van acompaPadas del gesto de la
mano que, subiendo y bajando, expresa lo mismo.
El grupo n9 1 de la clase 8—4 escribe una
expresión semejante o ésta!
Vertical del <16,1)
En estas escrituras falta la expresión de la
.ona propiamente dicha quizá porque esta determinación de la
ona se hace dentro del mismo proceso de una forma implícita
y nc queda reconocido como separado del resto.
676
2.— En segundo lugar vendrían las expresiones
que, traduciendo también el proceso seguido, exponen el
punto que ha determinado a la divimoria pero aRadiendo
ahora “derecha” <o ‘arriba” o lo que corresponda> con lo que
localizan la zona de que se trata. Por ejemplo, la expresión
del grupo nQ 5 de la clase 8—10:
<6,0) izquierda
O la expresión del grupo n2 6 de la clase 8—4!
<1,1) Norte
Estas expresiones consiguen, sobre las ante-
riores. el adelanto de que ya se~alan la zona y no solamente
la rozta divisoria. Esta diferencia es muy importante pues
supone el reconocimiento de la zona como objeto de
identificación aunque la determinación sea incompleta
todaví a.
5.— Después vendrían las expresiones como la
siguiente, escrita por el grupo n9 1 de la clase B—lO!
(—20,0) vertical derecha
en las que los alumnos anotan un punto de la divisoria (el
que ha servido para localizarla) y dos palabras. Una que
sitúa la posición de la recta <“vertical”>, y otra que sitúa
la zona <“derecha’).
Algunos alumnos la califican de conplicada e
innecesaria. Son aquellos que dicen que los términos
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“izquierda” y “derecha” aportan además la inioraación de la
vo’tic~lidad de la recta.
A Jo larQo del debate, sin embargo, esta e~:pre—
Sión es apreciada como más completa que la anterior ya que.
al hacer constar la posición de la recta, sirve indistinta-
mente para e>presar zonas determinadas por rectas en cual-
quier posición.
4.— Un poco más elaboradas aparecen las
expresiones que sitúan la recta divisoria por dos de sus
puntos y escriben después una palabra que marca la zona
elegida. Así, por ojemplo, la escritura del grupo nQ 4 de la
clase 8—4!
(3,5) <—3,5) Norte
Aquí interviene el conocimiento! “Una recta
queda determi nada por dos puntos” lo que supone un adel anto
en el proceso de expresión pues refleja un esfuerzo de
codificación independiente del proceso seguido para la
localización de la Zona.
5.— Las expresiones que incluyen la escritura de
la divisoria mediante una igualdad. Por ejemplo, la
expresión del grupo nP 2 de la clase 210!
y = 12 arriba
Estas expresiones entran ya en la simbolización
propia del plano 9? trasponiendo la barrera del lenguaje que
heeo~ llamado de! plano IT.
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A partir de ésta, en concreto, se llega, en el
debate a conseguir expresar la zona del plano con la escri-
tura habitual de una desigualdad!
Y > 12
A esta expresión se ha llegado cuando el conoci—
siento “implícito” se ha explicitado a lo largo del
debate. Lo más remarcable de la experiencia es que la
expresión ha llegado a surgir de los propios alumnos que son
los que finalmente la han aceptado como la mejor expresión.
Es muy interesante se~alar también que para
estos alumnos esta expresión tendrá realmente un sentido
pues representa simbólicamente un semiplano geométrico que
ha sido reconocido como tal antes de lograr su expresión
simbólica. La expresión simbólica ha sido alcanzada como una
necesidad de expresión matemática.
En las siguientes lecciones se tratará dc
afianzar este conocimiento con la inteoración del mismo
entre los conocimientos que ya posee el alumno.
11.6. CREAR UNA SITUACIÓN DE COMUNICACIÓN
Otra forma de estimular la adquisición de un
conocimiento puede ser la creación de una situación de
comunicación.
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En nuestro caso se puede pensar en crear una
situación de comunicación que exija la formulación de la
zona simbólicamente.
Podra ser crear dos equipos, equipo A y equipo
E y el jUeQO siguiente?
‘El equipo A debe trazar una recta y sombrear
uno de los memiplanos en que ha quedado dividido el plano
por la recta en su papel de control; copiar de nuevo la
recta y marcar la zona en un papel y mostrarla a una parte
de los alumnos del equipo E.
Este grupo de alumnos del equipo 8. llamámosle
equipo 8., tiene que transmitir la información de cuál es la
zona representada, por escrito, pero sin repetir el dibujo,
al resto de su equipo, llaméniosle
mm’ La información debe
estar codificada en lenguaje algebraico o mediante algún
otro código imaginado por el alumno. El equipo B~ debe des-
codificar el mensaje para saber cuál es la zona representada
por el equipo A y poderla dibujar. Se tendrá éxito si el
equipo 82 logra dibujar la misma zona
Ésta seria una situación cje comunicación. ¿En
ella los alumnos se verían obligados a buscar una expresión
simbólica de la zona?.
Veamos lo que puede suceder.
Supongamos que la zona representada por el
equipo A es
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y<3
¿Cuáles pueden ser los mensajes enviados por el
equipo B
1?
Estos mensajes pueden ser:
1. Frases en lenguaje materno.
2. Distintas codificaciones,
5. Expresiones en lenguaje algebraico.
¿Ouó codificaciones algebraicas podríamos
esperar? Ouizá algunas como éstas!
a> y = 5 <Y una flecha hacia abajo>
b) y<S
c) (0,51 (5,5> <y una flecha hacia abajo)
d) Otras expresiones
¿Se podría mejorar la situación planteada, para
que los alumnos necesitaran emplear las codificaciones
algebraicas con preferencia sobre las otras, sin necesidad
de exigirlo explícitamente?
No es una situación como la que seria deseable.
Debería ser tal que la codificación algebraica se presentara
como óptima ante las otras formas de expresar la zona.
Parece Que las modificaciones de esta situación
Son muy for:adas. Es más interesante una situación más
abierta.
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11.6.1. VARIANTE DE LA SITUACIÓN DE COMUNICACIÓN
Sc va a buscar otra situación de comunicación en
la que el alumno deba expresar la zona para enviar el men-
saje, pero dándole nosotros la zona que deseamos.
Imaginemos que le damos la figura siguiente:
4
Bis.1~~ -
(Figura 4.2)
recta
arri be’’
E! equipo P~ podría escribir, por ejemplo! “La
que pasa por los puntos (0,4) y (—2,0) y su parte de
Si la situación de comunicación tuviera una
variable que pidiera que el mensaje fuera LO MáS BREVE
POSIBLE, quizá consiguiaramos que el alumno dijera!
“La recta que pasa por <—2,0) y lleva dirección
d (1.2)”.
Se podría preguntar a los alumnos:”¿Podemos
codificarlo más? o ¿Esta expresión permite saber de cada
punto si está dentro o fuera de la zona? Por ejemplo, el
punto <O’5,4’S> ¿puedo saber si está dentro de la zona?”
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Como con las expresiones que están manejando no
están seguros de la respuesta, necesitarán otro tipo de
expresión que les permita averiguarlo sin dudas.
“Cuando se tiene la ecuación de una recta! por
ej emp 1 o!
ySx+5
y se da un punto P(O’5.6’B>, se puede saber si pertenece a
la recta o no. sin más que substituir en su ecuación y ver
si la verifica
6’S = 3.0’5 • 5
¿‘0 = VS + 5 = ¿‘5
¿‘6 NO es igual a 6,5
“De este modo se ve que el punto NO PERTENECE a
la recta. ¿Se puede conseguir una ecuación” también para el
caso de la zona que me han dado? ¿Es posible encontrar una
FóRMULA que dé esa SEGURIDAD?”
Podemos hacerle al alumno éstas o parecidas
preguntas, pero estas preguntas no se las puede hacer el
alumno sólo. Estas preguntas no surgen de la situación, Son
simplemente exigencias del profesor para COnseguir la
formulación deseada, ami que seguiremos buscando.
Además, aún con esa condición, no parece sen-
cilló obtener la e><presión de la recta y = 2x 4 4 coco
divisoria de la zona y la expresión y > 2x + 4 para la zona
mi Sma.
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fl continuación se va a estudiar la tercera posi-
bilidad de las que apuntábamos.
11.9. CREAR UN NUEVO JUEGO
Para perfeccionar el lenguaje se podría pensar
en Un nuevo juego que implicara una s~tuación de corruni
—
caci ón
.
Una posibilidad seria un juego en el que se
debieran usar las expresiones algebraicas unidas entre sí,
sediante zonectores lógicos.
Se podía aprovechar para que los alumnos tuvieran
que hacer intercambios de información entre los marcos alge-
braico y geométrico, pues sc sabe Douady, 1954) que estos
intercambios favorecen grandemente el aprendizaje, como ya
hemos dicho.
Adente las desigualdades van a ser utilizadas en
ambos marcos con posterioridad!
En el marzo algebraico, cuando se deban calcular
los dominios de algunas funciones irracionales o logaritmi—
cas, como
y= rax2 •bx +c o f<x> = In (x +3)
que desembocan en la resolución de las inecuaciones:
a~:
2 +bx + c = O + 3 > O
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y en el marco geométrico, cuando se trate de
resolver problesas de programación lineal en los que se debe
optimizar funciones con dom y irás variabloes, sujetas a
determinadas condiciones como!
x + y 1 70
2x + 2y 1 130
viO
Y=O
De modo que el conocimiento, en ambos marcos,
resultará aplicable posteriormente de forma directa.
Se tratará, al crear la situación
,
a los conocimientos que se qu,eren ense~rar,
sean necesarios para actuar en esa situación
que produzcan una economía de esfuerzos notabí
formas de actuación.
de dar sentido
de forma que
o, al menos.
e sobre otras
Adesós, nos basamos en que es imprescindible que
la situación permita al alumno:
19. Una actuación inmediata.
Es decir, que el alumno pueda
sin demasiado esfuerzo.
29. Que esta actuación se deba
continuar la acción.
empezar a actuar
ir mejorando para
Esto es, que deba modificar su proceder para
poder continuar. Esta modificación de su acción es en reali—
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dad ‘la adaptación” del alumno a la situación propuesta.
Este perieccionamientb de la acción es el aprendizaje pro-
pianente dicho. La situación debe ser tal que facilite esta
modificación de la acción.
Se va a crear unl Juego de navegací6o.
OpciÓn 1.
La “situad ón” es la siguiente! ~ Queremos nave-
gar libremente y sin peligro, pero no di sponemos de una
carta dc navegación. Sabemos que debemos evitar las zonas de
arrecifes. En el “centro de navegación” pueden ayudarnos,
pues pzseen planos donde esta marcada la zona de arreciies.
Nos dicen que tiene forma de cuadrilátero irregular (Figura
42<’. Los jugadores deten evitarla en todo momento.
El juego consiste en ir conociendo la mayor zona
posible de navegación
Para ósto. los jugadores deben ir pidiendo
.nformación al centro de navegación que conoce la situación
de los arrecHos. Este centro de navegación puede estar
formado por otro grupo de alumnos, o por el propio profesor
(Se pueden analizar aparte las ventajas y desventajas de
esta variación),
Estas informaciones se solicitan por escrito
describiendo una zona y preguntando si se halla libre de
arrecifes. Cada información solicitada vale por UNA “1” <una
información). Además, la concisión de las informaciones se
valera, pues dada paLabra y cada simbOlización de zona ,e
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cuenta como UrJO y cada vez que so llega a 10 de ellas se
aRade un recargo de U~4A ‘1”. Por ejemplo: si, con dos
informaciones, se alcanza un total de once “palabras”
(palabras o simbolizaciones> se contabiliza:
— 1 por 2 informaciones
4 1 1 por pasar de 10 “palabras”
igual a “TRES 1” y queda UNA “palabra” que se suma a la
siguiente petición de información. Cuando se alcancen las 20
palabras (o simbolizaciones), se aRadirá otra “1” a las que
se contabilicen en ese momento, y así sucesivamente.
Por ejeaplo si se solicita la información!
¿Estó libre la zona!” y” mayor que 4?
Se contabilizarán UNA “inforaación” y OCHO
“palabras”.
Sin embargo, la pregunta! “¿Libre zona y>4?”.
Se contabilizará UNA “información’ y TRES
“pal abras”,
-rEí equipo que haya conseguido la zona más gran-
de. después de “1:” informaciones. habrá ganado.
C>uedon descalificados aquellos equipos cuya zona
de navegación incluya parte de la zona de arrecifes,»
(Si se les da un papel cuadriculado del mismo
tamao a los dos equipos, tendremos un ILmite iwlicito. Con
esta elección evitaremos que las preguntas de un equipo
escapen al control del equipo contrario).
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Si los alumnos usan solamente las desigualdades
del tipo
conseguirán, en el mejor de los casos, encuadrar simplemente
mediante un rectángulo la zona de arrecifes. (Es decir la
ona rayada en la figura 4.5)
Para conseguir mayor zona de navegación, 105
,ugadores podrían “conectar” dos zonas, así expresadas,
usando de la unión (U> o de la intersección <(1>. P.ej!
<xK—al (1 (y)’4> ó Y4 >4) 1 (y>l 3
Con éstas lograrían aumentar la zona de navega-
ción en una superficie igual a la de esos cuadrados o
rectángulos.
Con la unión de dos Zonas, podrían intentar
conseguir mayor inormación a “menor precio
(Figura 4.5)
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Pero nos interesa ver si es posible conseguir la
solución óptima, es decir cómo se puede llegar a conseguir
toda la zona exterior al cuadrilátero irregL.tlar; toda,
ona marcada por los cuatro segmentos que forman sus lados.
El problema vuelve a centrarse en exoresar un
semiolano definido oor una recta cualquiera
.
Se trata de que el alumno logre “dar el salto”
de las relaciones.’”x’lp” o ‘y<q”, etc.., a la relación
general y < ax + b.
Para lograr ésto creemos que sería preferible
organizar una actividad diferente poniendo en relación el
marco geométrico con sí marco algebraico del siguiente modo!
¡7.10. JUEGO DE IDENTIFICACIÓN
Este juego de identificación tiene por objeto
conseguir que los alumnos se familiaricen con las
expresiones de desigualdades representando a zonas del plano
de diferentes contornos. En la Lección Primera se habían
logrado representar semiplanos <determinados por rectas>
horizontales, verticales y oblicuos (solamente los inclina-
dos 45’) y aquí se trata de ampliar ese conocimiento a zonas
determinadas por cualquier tipo de recta Y por algunas
curvas mmncillas de ecuación algebraica (parábolas de eje
horizontal o vertical y curvas con un punto de inflexión).
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11.10.1. DOBLE ENSAYO.
En el primer momento se elaboró un folio con
siete gráficas para identificar y otro folio con las siete
expresiones correspondientes pero en distinto orden. La
elaboración se hizo teniendo en cuenta las siguientes
variables didácticas
!
Variables di.dtctico aloebraicas
’
Son aquellas características de la situación,
cuya variación produce un efectc, didáctico que afecta a la
Jerarquía de las estrategias empleadas por los alumnos.
En e] juego de identificación se usan las
siguientes!
1— El empleo de expresiones con una variable o con dos!
Y. O
2— Las expresiones con igualdades o desigualdades.
3— El grado de las expresiones <ecuaciones o inecua—
ciones( empleadas.
4— La expresión se satisface, o no, para el origen de
coordenadas, punto <0.0).
5— El empleo de fórmulas Con coeficientes enteros, o no.
6— Expresiones con una sola fórmula, o con ¡sAs de una.
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7— Expresiones que se satisfacen, o no, para núseros
enter Dm.
8— Expresiones conocidas! o no. en “la historia de la
clase”.
Muchas de estas variables didáctico algebraicas
tienen su correspondiente variable didáctico oeomótrica
Variables didáctico ococétricas
1— Lineas paralelas a lo, ejes coordenados o lineas oblicuas u
curvas. <Correspondiente a la l~ de las anteriores>
2— Lineas del plano o zonas dol plano. (Correspondiente
a la 2~ de las anteriores>
3— Rectas o curvas parábolas o curvas no parábolas.
<Correspondiente a la 5~ de las anteriores>
4— Las gráficas contienen, o no, al origen de coorde-
nadas. <Correspondiente a la 4~ de las anteriores>
5— Líneas conocidas en “la historia de la clase’, a no.
(Correspondiente a la Só de las anteriores).
Analizando, según estas variables, los sicte
ejercicios incluidos en el juego, observamos que cinco de
ellos podían resultar mucho más fáciles que los otros dos.
Como consecuencia se podía dar lo que en la didáctica
francesa se conoce como una ruotUra del contrato que es Una
no aceptación por parte de algunas aluirnOs de la responsabi-
lidad de actuación. A causa de esta ruptura del contrato
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podía darse ol caso de que ol alumno no hiciera el esfuerzo
~triicicnto para rosolver los ejercicios difíctíes.
Esta reacción puede darse cuando se han presen-
tado muchos cjercicios fáciles y pocos difíciles pues el
alumno, al realizar los fáciles, ha conseguido contestar a
una mayoría de los ejercicios propuestos y puede pensar que
ya es suficiente pues son muy pocos los que quedan por
contestar. En consecuencia reduce el esfuerzo que coincide
admsás con la mayor dificultad de los que le faltan y así se
da cl casz de quc no consigue resolverlos por falta de una
motivación suficiente.
También puede suceder, al aparecer un ejercicio
mucho irás difícil que sí resto, que un número importante de
aluanoz no trate de resolverlo porque crean que se han
equivocado o que no conocen lo necesario para intentarlo
ya que, en relación con el resto de los ejercicios, no lo
encuentran correspondiente en dificultad.
En cualquier caso, se produce así un punto de
ruotura del contrato didáctico. Se deben evitar las rupturas
de contrato no deseadas. Para evitar esta ruptura se puede
buscar una graduación de los ejercicios. De este modo, el
jueQo de identificación que constaba inicialmente de siete
ejercicios se vió transformado en una Serie de 20 ejerci-
cios graduados con diversos grados de dificultad aunque no
ordenados en progresión creciente, sino mezclados entre sí.
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11.10.2. EXPERIENCIA DEL .TLIEAO DE IDENTIFICACIÓN.
Esta lección fué realizada con los alumnos, como
Lección Segunda después de la Primera Lección y del Debate
que le siguió. Se formaron nueve equipos de alumnos, cada
uno de los cuales trabajó, en principio, por separado de los
demás. Después se pusieron en común los resultados obteni-
dos. creando debates en cuanto existieron divergencias de
opinión, pidiendo a los alumnos que expresaran los razona-
mientos seguidos para llegar a las conclusiones que exponían.
Material empleado!
Se entregaron, a cada equipo de alumnos, dos
folios! uno con 20 dibujos numerados de rectas y de curvas,
algunas de las cuales determinaban zonas sombreadas en el
plano (Figura 4.4), y otro donde figuraban 25 expresiones
(igualdades y desigualdades) entro las que se encontraban
las correspondientes a esas lineas y zonas (Figura 4.5)
pidióndoles que identificaran las fórmulas que se correspon-
dían con las gráficas adecuadas.
Tiempo de ejecución:
La duración de una clase! 60 minutos. De ellos,
45 minutos se dedicaron a la búsqueda, por parte de cada
equipo, de la correspondencia pedida. Los 15 minutos restan-
tes se ocuparon con la puesta en común de los resultados con
debate de los sismos.
-/ J —7
fl&VR~A ‘í.q
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FóRMULAS CORPFSFCNDIENTES AL 3UESO DE IDENTIFICACIóN
1. —
3.
4.
7. y < ,< • 6x
9. y “‘ + 2
9. 4-4
10. , 4<
11. —>
12. “ ‘ y
iD’. +6
14. ““‘+4
o
>6. y ‘ >2 + 2
17. y
‘o
20. - 9;:
24. y > ‘<2 — 4~ — 5
+ 12x
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Puesta en común.
flurante la puesta en común de los resultados
obtenidos por los diferentes grupos, los alumnos tienen que
justificar, ante las preguntas de sus compaReros, las
correspondencias encontradas. Algunas de estas justifica-
clones son explicitadas a continuación. Se observa~n justifi—
cacionos basadas directamente en la memoria de la clase
(Brouc=eau y Centeno), otras elaboradas haciendo intervenir
algunos conocimientos anteriores, relacionándolos entre sí.
y otras, que surgen como conocimientos nuevos deducidos de
la evperimentación hecha con el propio ejercicio.
a) Justificaciones basadas en la semoria de la
clase. Son las primeras que se expresan. Creemos que los
alumnos se sienten más seguros de estas respuestas que con
otros tipos de justificaciones y por eso las emplean en
priscr lugar!
Grupo nQ 1 de alumnos.’” La fórmula a y = 3 se
corresponde con la gráfica n9 VI porque ésta es paralela al
eje XY’ y está a 3 unidades de distancia del origen’
Orupo nP 2! ‘ La fórmula a y x X corresponde a
la gráfica n9 1 porque la fórmula Y = x » es la bisectriz
del !‘—3~ cuadrante”
Grupo nP 5! ‘La fórmula a x = —2 » es la corres-
pondiente a la gráfica nP XVI porque es una linea paralela
al eje de las y—es”
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Grupo oS 4!” La gráfica nQ XVI tiene como
fórmula —2 u 5 » porque tiene la misma forma que la
del ejercicio del último día’
Se ¿prezia que los alumnos que forman estos
cuatro grupos conocían por experiencia anterior la corres-
pondencia entre la fóraula y la gráfica.
bí Justificaciones elaboradas usando, en parte,
conocimientos anteriores y. en parte, con la elaboración de
nuevos Conocimientosl
Grupo nQ 5.’’ La e;; presión t-S y O ~ cor responde a
la gráfica nP XIII pero solo parcialmente pues debería ser
r y 1 0 »
La apreciación de la diferencia entre estas dos
expresiones se debe a un conocimiento elaborado a lo largo
de la realización del ejercicio.
Grupo nP 6~ “La gráfica oS XIV se corresponde
con la expresión ‘~ —2 y £ 3» porque lo hemos comprobado
dando valores a la y » y con distintos valores de s u y
hemos encontrado puntos”.
Han empleado, con las desigualdades, una técnica
semejante a las técnicas que conocían para las expresiones
de igualdad adaptándola, a la vez, a la doble expresión.
Grupo nl 7.’”Hemos encontrado correspondenoza
entre la gráfica nP V y la expresión az y —x
2+ óu »
haciendo una tabla de valores”,
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El uso de la tabla de valores, en las expre-
siones de desigualdad, supone una modificación de la técnica
que, en este caso, necesita hacer una comparación de los
valores obtenidos mediante el cálculo, con los varios
valores que pueden cumplir la desigualdad. Esto supone un
progreso do conocimiento por parte de los alumnos.
Grupo nQ 9! <Se opone a la correspondencia
encontrada por eí grupo nQ 7> “Hemos encontrado correspon--
dencia entre la gráfica nP V y la expresión y x
porque la gráfica no es una parábola, es una curva
desconocida! luego la fórmula debe ser también desconocida.
y en las expresiones de parábola la <‘¿ ~ está al cuadrado,,
así que aquí no puede estar al cuadrado”,
Este grupo ha encontrado la base de un
conocimiento importante, que es la relación que existe entre
el grado de la expresión y la forma de la gráfica.
En este momento de la lección se establece un
debate entre los grupos para elegir la eupresi ón adecuada a
la gráfica nQ V y así aparecen expresados “teoremas” como
los siguientes:
Grupo nP 2! “La gráfica nP V corresponde a la
fórmula « y > x
3 » porque se parece a la fórmula « y x2 »
y pasará por el vértice <se refieren al origen de coordena--
das) porcue cuando x » es igual a cero, « y » es igual a
cerO”’
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También aquí se usa un conocimiento anterior
adquirido al estudiar las funciones, es decir las
expresiones con igualdades, y se adapta a la nueva exigencia
que plantean las desigualdades. Sin embargo la última parte
del razonamiento, aunque es necesaria, no es suficiente y
serviría del mismo modo para apoyar la otra respuesta.
Grupo n9 E!” La gráfica nQ VIII tiene coso
fórmuJa! 5v al 2;: + 6 ». Eso oc comprueba buscando los
puntos de corte con los ejes”.
Se usa el conocimiento anterior de que la igual-
dad! < y = 2x + 6 s representa una recta y, de que se puede
determinar por dos puntos, y se aplica para localizar la
zona gráfica pedida, que corresponde a una expresión de
desigualdad completamente nueva pues contiene dos incógni-
tas.
Grupo nfl 9.’”La gráfica nQ XVII corresponde a la
fórmula! ‘1 y 2 x
2— 4x — 5 t Se comprueba resolviendo la
parábola, hallando el vórtice y los puntos de corte”.
Los conoci mi entos, que ya se poseen para 1 as
igualdades, se combinan con la noción de desigualdad
adquirida en la lección anterior.
Grupo nQ 9: (Continúa> “La gráfica nQ XV
corresponde a la fórmula « 2y x + 4 a. Se sabe hallando
los puntos de corte con los ejes”.
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Pero es rebatido por el grupo nfl 5.
Grupo nl! 5!”La gráfica nP XV tiene como fórmula
la expresión ‘z y x
2 + 2
Interviene el grupo nQ 8.
Grupo n9 8: “La gráfica nQ XV no es una parábola
y no puede corresponderle una expresión de parábola como la
expresión y x2 + 2 »
En este momento se produce un debate, sobre las
dos expresiones, en el que se discute la posibilidad de que
dos expresiones distintas correspondan a la misma gráfica.
Esta posibilidad es rechazada y se acepta como definitiva la
e;; prosi On propuesta por eí grupo nQ 9 (que es la correcta>.
c> Justificaciones que surgen como conocimientos
nuevos nacidos de la propia experiencia.
Estas justificaciones se expresan como teoremas
originales que los alumnos emiten.
Grupo n9 5! “La expresión ~ y = x5 — 2x » se
corresponde con la gráfica n! IV porque tiene dos vértices y
tres puntos de corte con los ejes por lo que será de mayor
grado (Se refiere al grado dos de las parábolas). Si es de
tercer grado tendrá tres soluciones”.
Este razonamiento, que se emite como un teorema
sin demostración, ha surgido espontáneamente y nosotros le
concedemos un gran valor didSctico porque demuestra la
posibilidad de que el juego de Identificación produzca la
aparición de conocimientos nuevos.
Grupo nQ 9!” La gráfica nS XVIII se corresponde
con la fórmula! y > x’ — Dx + 2 porque la órmula está
elevada al cubo y la gráfica tendrá dos vértices
Aquí encontramos otro “teorema” interesante
desde el punto de vista didáctico pues este grupo de alumnos
emplea un razonami ente que ha surgido en esta misma clase en
un momento anterior y que es adoptado como un conocimiento
estabí cci do.
Se observa que las correspondenci=5 más
difíciles de establecer han sido las de las parábolas de eje
horizontal cuya identificación habra sido posible si
hubieran pensado en la posibilidad de intercambiar el eje
XX’ con el eje YY’ . Este giro pondría la parábola de eje
horizontal como parábola de eje vertical y se vería que se
trata de fórmulas del mismo tipo pero cambiando la ‘¼“ por
la “y”.
Este razonamiento nos había parecido más
sencillo de hacer que el correspondiente a las curvas no
parábolas, las que los alumnos han identificado como curvas
de dos vértices, sin embargo han sido las parábolas de eje
horizontal las más difíciles de identificar.
Interpretamos esta dificultad como ligada a la
inmovilidad de los ejes. Los alumnos no piensan que los ejes
de coordenadas son un instrumento de control del plano que
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ha sido elegido por ellos y que, por tanto, ofrece posibili-
dades de cambio sino que los conocen como algo <astático e
inamovible. Este conocimiento de los ejes creemos que esta-
blece la dificultad fundamental para la identificación de
estas gráficas del ejercicio.
11.11. CONSIDERACIONES SOBRE LA PRESENTACIÓN DE UN JUEGO DE
REFUERZO DEL CONOCIMIENTO.
1141.1. CONSIDERACIONES GEI~FRPLES.
En la presentación de un juego de refuerzo pode-
mos identificar cuatro puntos esenciales.
Descripción del juego.
Es la presentación del flUTóMATt~ o esquema con
los estados sucesa vos por los que pueden pasar los
jL’gadores. El autómata puede ser ftnitO o infinito, según
que el juego sea de un número de posiciones finito o ilimi-
tado. En este ¡2 t:mo caso estará controlado solamente por el
tiempo empleado.
Se presentan las diversas variantes que se
pueden establecer para que se entienda bien de qué se trata.
Con la explicación de estas variantes se trata solamente de
mostrar que hay cosas que podrían variar y que se deben
fijar. Las razones que aconsejan fijarlas se explicarán en
el análisis “a priori”.
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En este punto se hace solamente una descripción
del sistema cuya justificación vendrá en el punto 4 que será
el análisis “a priori”. Aquí hacemos simplemente una presen-
tación del juego.
Se presentan las variables didácticas del
juego con sus valores. Esto es decir, ya, cuáles son los
puntos “sensibles” en el juego. Aquellos que se preparan
para que aparezca un conocimiento en un momento determinado.
Explicar y prever los movimientos de cada jugador.
Es presentar el funcionamiento del juego. Es
decir, los estados de conocimiento de cada jugador. SeRalar
los momentos importantes del juego. Describir si un jugador
puede, por ejemplo. actoar al azar o según modelos implíci-
tos de acciÓn.
Analizar los modelos implícitos de acciÓn en
cada caso. Ver cuáles son las motivaciones de la elección
para actúar de determinadas formas. Se puede ver qué interés
tiene, para el jugador, realizar determinadas elecciones o
movimientos. Explicar lo que puede pasar si actúa de deter-
minadas maneras.
Describir cuáles son las retroacciones que el
juego produce sobre el jugador. Estas retroacciones del
juego que son las motivaciones de las decisiones siguientes.
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El’— Evolución de las estrategias.
En particular describir cuál es la estrategia de
base con los conocimientos requeridos previamente, cuál es
la estrategia óptima, y. sí las hay, estrategias intermedias
o alternativas.
Describir las condiciones de evolución e inter
—
relación de las estrategias del juego. En determinados
tomentos del mismo puede haber razones que hagan que una
estrategia sea mejor que otra pero puede ser que los alumnos
que usan cierta estrategia no lleguen a tener suficiente
información como para optar por ese cambio. Estos momentos
se deben analizar.
También por eso es interesante la identificación
de los conocimientos que permitan el cambio de estrategia.
Decir si hay momentos con ciertas condi ciones que
.
oermiten la evolución de la estrategia, con la consiguiente
adaptación del alumno, porque se han favorecido las condi-
ciones para esa evolución. Por ejemplo, si con dos o tres
tentativas el alumno puede ver que lo que sucede es
También puede ser que digamos: el alumno no
puede inventar la solución, PERO EN ESTE MOMENTO LAS
CONDICIONES favorecen que, al darle la solución, el alumno
la comprende y vea el porqué es una buena solución, pudiendo
hacerla funcionar a partir de ese momento.
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As~ las condiciones de evolución pueden serZ
— Condiciones de aprendizaje ESPONTáNEO
— Condiciones de aprendizaje SIGNIFICATIVO
Las condiciones de aprendizaje espontáneo son
muy deseables y se dan en las situaciones a—didácticas por
excelencia. Son las condiciones que permiten la adaptación del
alumno a la situación con la consiguiente reacción ante ella.
Las condiciones de aprendizaje significativo son
aquellas en las que el alumno no llega espontáneamente al nuevo
conocimiento, pero el estado de asimilación en que se encuentra
permite que, al serle comunicado el conocimiento, éste sea apren-
dido significativamente. Es decir, que tenga un sentido claro para
el alumno, porque viene a dar solución a un problema clarasente
planteado en su mente debido, precisamente, a esas condiciones
creadas por el jueco desarrollado.
Es importante la verificación del hecho de que
las indicaciones o la estrategia de base no implican ya la
solución! el conocimiento que queremos ensenar.
En el caso de las indicaciones esta verificación
es importante aunque. de todas formas, si este hecho se
produce no debe llevarnos a rechazar el juego. Ya hemos
visto cómo puede haber aprendizaje significativo aun en el
caso de que la estrategia no sea constructible por ml
alumno, la “situación’ puede PERMITIR la introducción del
conocimiento a través de las indicaciones y, así, el juego
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propuesto puedo tenee propiedades didácticas, al permitir la
sugerenci a.
Sin
base, si PARA
conocimi ento.
Es el caso
a—didáctica
.
aplicación.
Juego del Taco.
embargo, en el caso de la estrategia de
COMPRENDER el juego, es necesario tener ml
ese juego no podría servir para introducirlo.
en que el juego no funciona coso situación
En este caso podría servir corso ejercicio de
adiestramiento o refuerzo. De este tipo es el
Análisís ‘a priori” del sistema.
Este análisis es la justiiicación de la clección
del juego. Explicación de cómo se sitúa este juego respecto
a las demás posibilidades.
Es un razonamiento. Se puedo hacer como una
génesis del juego. En realidad es una génesis falsa pues es
deducida por la razón DESPUÉS de la génesis verdadera. o
“histórica”; pero reproduce lo que se ha hecho en la
construcción del juego, explicando! Tal posibilidad fué
rechazada porque nos llevaba a estas consecuencias o a estos
efectos que no queríamos, o tal otra posibilidad es la que
se ha aceptado por éstas y éstas razones.
Se trata de una génesis racional que sigue los
pasos de la verdadera génesis “histórica”. Es la discusión
de la NECESIDAD de este juego.
~O6
Se debe intentar mostrar la solución alcanzada
en comporación con las otras soluciones posibles e
interesantes —interesantes en apariencia pues no han conve-
nido despuós de la discusión.
Se incluye aquí el estudio de las variables
,
presentadas anteriormente en el punto 1, y de sus efectos.
Se puede estudiar aquí tambión el carácter
general de la “situación fundamental”. es decir, la propie-
dad de que puede generar las situaciones propuestas. Esto
es, colocar la situación propuesta en relación con una
“situación -fundamental” y, por tanto, que pueda generar
todas las situaciones didácticas que se usan habitualmente.
11.11.2. ANTECEDENTES
flntes de organizar “el juego del taco” habíamos
estudiado una posibilidad diferente que era el “juego de
escritura formal”. Se trataba de un juego para desarrollar
el lenguaje simbólico.
Este juego consistía en dar a cada jugador un
punto fijo del plano. Sea el <0,1> para el jugador A y el
<0,—]) para el jugador U.
En un montón, y boca abajo, se tienen cartas con
símbolos lógicos (U,fl.C, >,...) cezcíadas con cartas con
relaciones (xZ—2, x=—2, xcy, xky. y>ú, Sx—4y-4’12>0,
y ~¿ x + 3,..,).
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Durante el juego se trata de conseguir expre—
siones que representarán zonas en las que cada jugador tiene
que tener su punto comprendido.
Por ejemplo! Supongamos que A extras la carta
con la relación “ x 2 y “. Con esta relación solamente nc
podrá jugar, pues su punto, que es el (0,1> no estará
comprendido en esa zona. Tendrá que esperar el turno
siguiente.
A continuación se puede Suponer que el jugador O
extrae la carta con la relación “ W~ “. podrá jugar con
ella, pues su punto. (0.—1>, sí que estará comprendido en la
zona representada por esta carta.
(O,—1) 4 x ¡ y ‘ O Y
Si, a continuación, el jugador A extrae un
símbolo de “complementario”.’”C’, podrá componer la expre-
sión “ C<xlyl “ (complementaria de xly) que será en reali-
ded!”x< y “. pues ahora su punto • (0,1), sí que estará
comprendido en el conjunto de los puntos!
(0.1) E x ¡ xKy)
Y extrayendo cartas del montón proseguirá el
juego.
Pero esta idea inicial planteaba alqur~os proble-
mas didácticos. Uno era! Las reglas de utilización de los
símbolos deberían conocerse antes de jugar, con lo que el
juego no serviría para ense~arlas. Nos interesaría transfor-
mar el juego para que estas reglas de utilización de los
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símbolos fueran una consecuencia del propio juego.
Otro problema era la falta de una retroacción del
juego que dijera a los alumnos cuándo había un error y
cuándo no.
juego en el
contrincante,
censurara las
Buscando esta retroacción empezamos a idear un
que el al umno tuvi era que “demostrar”, a su
sus afirmaciones para ganar. de modo que éste
respuestas del primero.
Así empezó a crearse “el juego del taco”.
11.11.3. JUEGO DEL TACO.
Vamos a ver ahora nuestra presentación del
‘Juego del Taco’.
II.11.3.1. Descrioción del =ueoo
.
jugadores
por A y 8.
En un taco,
una. En el
escrita una
El juego consi ste en el enfrentamiento de dos
(o dos equipos de jugadores), que representamos
Ante ellos, dos tacos con tarjetas boca abajo.
las tarjetas de tipo “N” llevan UN número cada
otro taco, las tarjetas del tipo “0¾ que llevan
desigualdad con UNA o DOS variables Cx”, o
e “y”>.
Cada jugador comienza tomando cuatro tarjetas
del tipo “N” que no muestra al otro jugador. Estas son sus
cartas.
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Uno de ellos levanta una tarjeta del taco “0’,
con Lina desigualdad que queda sobre la mesa. Ambos jugadores
jugarán la primera partida (dos tiradas), usando esta prime-
re desigualdad.
Vamos a esquematizar los posibles estados del
juego mediante lo que hemos llamado un autómata o esquema
representativo. En nuestro juego se trata de un autómata
finito o limitado!
A Propone
(1 pto.
E acepta
<1 pto. más para A)
A convence a
(demuestra>
(2 ptos. <nás
acepta
A se rinde
2 ,tos. para E>
E acepta con condición <*>
de cambio de orden
8
para A)
» A no propone
(1 pto. ¡senos
para A)
la propuesta
Sirve en ambos casos
no sirve con el cambio
A puede cambiar una carta
[ E acepta
A gana 5 ptos.
(Si demuestra
que sirve)
sirve
cOn la nueva
A gana 5 ptos.
no Sirve
con la nueva
E gana 5 ptos.
(2)
AUTÓMATA DEL JUEGO
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El primer movimiento lo realiza el jugador A,
haciendo una “propuesta’ que consiste en poner sobre la mesa
una o dos de sus cartas con números. según necesite. Con
este gesto ‘propone” esos números como solución de la des-
igualdad. Con esta propuesta ya anota 1 punto a su -favor.
(En caso de no apostar, el jugador ~ perderá 1
punto y pasará el turno al otro jugador>.
En ese comento el jugador E puede!
a> 4ceptar la propuesta.
bí Rechazarla.
c) Aceptarla con la condición dc cambiar el
ordsn de las cartas (siempre que sean dos). o cambiar la
carta. s’ es une.
Vamos a ver cómo se desarrolla la partida en
cada uno de estos casos.
a> Si el jugador E acepta la propuesta. el
jugador A gana esta apuesta y. con ella 1 punto más a Su
favor.
A continuación cambian los papeles. En la
segunda apuesta es el jugador E quien propone, y fl el que
debe aceptar o no la propuesta.
El jugador A deshechará las cartas que haya
usado colocándolas en eí fondo del taco y en su lugar tomará
otras tantas de la parto superior del taco, para que tenga
de nuevo cuatro cartas en la mano.
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bí Si el jugador O rechaza la propuesta se crean
dos posibilidades! A se rinde (1) y. entonces, el jugador O
gana 2 puntos, o A convence a O <demuestra> de que su propo-
sición era correcta y, crtonces. A gana 2 puntos <il -
ECade vez que escribo la seRal (1> quiero
indicar qus termina la primera apuesta hecha por el
jugador A y comienza la segunda apuesta en la que
es cl jugador 8 quien propono. Osí se repite el
ciclo. 1
Si 8 acepta con cambio de orden, se cambia el
orden de las tarjetas y puede suceder!
— Oue A demuestre que el nuevo orden satisface
también y entonces A gana 2 puntos (1).
— O que A, al ver que con el cambio no sc oat~s--
face la desigualdad. decida cambiar UNA carta por otra de
las muyes (este cambio se permite). Si con la nueva carta
demuestra que sirve, e) jugador A ganará 2 puntos (Ii y si
no sirve será O quión gane los 2 puntos <1>.
Ter¡zinados los movimientos correspondientes a la
propuesta de A, momentos se~alados con Cl), se invierten los
papeles, y es el jugador O el que propone.
Cada vez que los dos jugadores han hecho una
apuesta cada uno, se retira la carta de la mesa, se coloca
al -final del taco “D” y se extrae una nueva carta de éste,
para seguir jugando.
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Existen variantes del juego!
Id.— Poner dos jugadores o dos equipos de
jLIoadores.
— Que le demos al jugador 8 opción doble!
aceptar o rechazar, O que tenga opción triple! la del
“cambio de orden”. además.
Las variables didácticas que podemos utilizar
Son!
ía — Que las expresiones del taco sean con una
variable (“‘<“i, con dos (‘Y” e “y”) o con más variables.
“A — Que las expresiones tengan las variables en
un solo miesbro o en los dos.
11.11.5.2. Exolicar y orever los movimientos de los
iuoadores
.
En el inicio, el juego invita al jugador A a
proponer alguna de sus cartas porque es la única forma de
ganar algunos puntos pues si no propone pierde 1 punto ya de
entrada. La propuesta puede efectuarse aunque el alumno no
esté seguro de que sea correcta, es decir aunque el alumno
no posea el conocimiento necesario para comprobar la correc-
ción do su propuesta. Puede ser una propuesta al azar.
Hay un momento importante en el juego!
Cuando e) jugador O debe responder a la
“propuesta” del jugador A. En este momento 8 tiene tres
opciones! aceptar, no aceptar o aceptar con cambio de orden.
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~i E acepta, le da a ganar un punto al jugador
~, y si rechazo, impide que el jugador ~ gane un punto pero,
a ‘a”sz. entra en la dial óctica del juego. El jugador E
puede ahora ganar 2 puntos! si el jugador A se rinde, pero
tasbién puedo dar a ganar 2 puntos al jugador A. si éste le
“desuestra” que sus cartas eran válidas.
Para el jugador E la primera opción que se le
ofrece le permite también actuar usando el azar como estra-
tegia pero en cuanto realice dos o tres veces el juego
comprenderá que su elección es más segura si puede controlar
la corrección, o no, de la propuesta de 4.
En ssts momento. de la primera respuecta de E al
jugador A, el jugador E deseará saber si la propuesta hecha
por A es correcta o no. Si sabe que es correcta, tendrá la
pesibilidad do intentar arrebatarle algún punto a A eligien--
dc’ la opción de aceptar con cambio dc orden. Si cabo que no
es correcta, será mejor rechazar la propuesta y así ganar
dos puntos. El tener ese conocimiento se convertirá er’ una
gran ventaja para continuar el juegO.
Un momento importamte de retroaccidn del juego,
sobre el jugador A. se produce cuando el jugador E no le
acepta la propuesta. El jugador A se ve forzado a “demos-’
trar’ la validez de ésta, para ganar dos puntos, o a rendir—
se con lo que será E quien los gane. En este momento habrá
una estimulación para conseguir esta “demostración”, que en
algunos casos puede ser gráfica, y en otros será decidida—
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mente analítica <substituyendo los valores de las coordena-
des del punto en la desigualdad>.
Hay otro momento del juego que nOS interesa
resaltar, la tercera opción del jugador E: Aceptar con
condición de cambio de orden. Esta opción es interesante
para el jugador E’ porque le da la posibilidad de la mayor
ganancia (tres puntos). Se ha establecido así para estimular
que se produzca su elección, pues pone en evidencia, para
los alumnos, el hecho de que una desigualdad se satisface
para más de un valor <o de una pareja de valores>. Este
hecho constituye una de las diferencias principales entre
ecuaciones e inecuaciones y constituye un conocimiento que
deseamos quc sea adquirido.
11.11 Resoecto a las estrategias
.
Una estratesia de base, empleada por los
alumnos, puede ser el alar.
Veamos lo que sucede si se emplea el alar!
Supongamos que A y B lo usan.
El jugador fl comienza el juego y tiene, por
tanto, 50% de posibilidades <‘4 de probabilidad) de proponer
y otro tanto de no proponer. Si no propone perderá un punto.
Veamos que es lo que puede ganar si propone.
Cuando el jugador A hace una propuesta, el
jugador Fi puede jugar al azar, y entonces hay 2/3 de proba—
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bilidad de que se entable “e! diálogo”, pues dos opciones,
de les tres posibles para Fi. llevan al intercambio de
opiniones, ya que los dos jugadores deben ponerse de acuerdo
sobre qujón ha ganado. Solamente en una de estas tres posi-
bilidades (probabilidad 1/6 del total) podrá A ganar 1
punto. directesente. si suponemos que Fi también juega al
azar.
En caso dc que E no acepte, A tendrá que
demostrar <lo cual ya no es al azar), que su propuesta es
válida, pera ganar dos puntos. Si ha jugado al azar y no
puede demostrar la validez de su propuesta, perderá dos
pu oto z.
En caso de que E acepte con condición do cambio,
se entra en una fase del juego en que es necesario demostrar
la validez, o no’. de la propuesta, y en la que ya no se
puede proseguir al azar.
Vamos a expresar cuáles son las probabilidades
de que se produzcan cada uno de los distintos desarrollos
del juego, suponiendo que éste se realice al azar. ~sí,
observaremos, que esta estrategia no es la ganadora y que,
si el altnnno quiere ganar, debe desarrollar otras distintas.
El esquema con las probabilidades se encuentra
(¡o la página siguiente.
Los números que están a la derecha- y entre
paréntesis en el diagrama anterior son los valores de la
probabilidad de que sucede cada uno de los desarrollos
posibles del juego.
A Propone
(1 pto.
para A>
O
8 acepta
A (+1>
<lib)
A convence
A <+21
acept a
A se rinde
5 (+2)
Fi acepta con condición
de cambio de orden
A no propone <1/2)
<1 pto. menos
pare A)
le propuesta
(2)
Fi aceptaf A <+3 ptos.l <1/12>
L(Si demuestra
que sirve>
Se demuestra
que sirve
con la nueva
A <+5 ptos.
no sirve
con la nueva
5 <+5 ptOs.)
<1/24)
<1/24)
ESQUEMA CON LAS PROBABILIDADES
Se ve que los tres desarrollos que terminan con
la mayor ganancia. 5 puntos para alguno de los jugadores,
son precisamente los que tienen menor probabilidad de apare-
cer, si el juego se realiza al azar. Por tanto, los juga-
dores que intenten obtener más puntos, deberán desarrollar
otras estrategias que les ayuden a ganar.
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E
(1/12>
<1/12)
<2)
sirve en ambos casos
no sIrve
A cambia carta
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Si 8 usa la estrategia de buscar la obtención
del ztyor n”ocro de puntos posible, intentará aplicar cual-
quiera de las dos opciones en las que no se acepta directa—
msnto la propuesta del jugador 4, pues, en la opción de
aceptar la propuesta de A. sí jugador O no va a ganar nada.
Así provocamos que al alumno le interese que se produzcan
las et.,pao del juego en las que hay que demostrar la validez
de la jugada.
Los dos jugadores en cada apuesta deben conocer,
lo antes posible, si la “propuesta” es correcta o no, par.>
decidir su estrategia; de modo que si alguno ha, empezado
jugando al azar, intentará evolucionar a formas más seguras
de controlar el juego.
Estamos creando las condiciones pare la evo-
lución del alumno hacia una estrategia Óptima, que será la
de sustituir los valores y comprobar si se cumple la des-
igualdad numérica que resulta.
11.11.7.4. justificación de la elección del iusoo
.
El “juego del taco’ está pensado para que el
alumno se familiarice con el manejo de las desigualdades y
sus características diferenciadoras de las igualdades.
Los alumnos, en general, piensan en las in—
ecuaciones como expresiones “que tienen UNA SOLUCIóN”. La
similitud aparente ron las ecuaciones favorece este pen~a—
‘7>8
miento. Deseamos que los alumnos comprendan las des-
igualdades como relaciones.
~on “el juego del taco” se busca un uso del
lenguaje de las desigualdades como relaciones.
<Las desigualdades son “símbolos relacionales”
del lenguaje algebraico, en el sentido de l§reisel—Krivine>
Como se trata de un lenguaje vamos a crear una
comuniceción. pero lo que estoy planteando no es un problema
de formulación. La escritura de las desigualdades es dada a
los alumnos. Las “frases” o desigualdades están construidas,
Se trata pues, exactamente, de una situación de comunicación
en la que habría que producir un mensaje inicial.
Oueremos organizar el juego de modo que baya
unOs al unimos “que propongan” y otros que “opongan Su
criterio” y que ambos deban llogar a un acuerdo. Osí , condi-
cionamos al jugador A a la aceptación o rechazo de su pro-
puesta, por parte del jugador E’.
Hubo un comento en que, para realizar en el
juego esto que deseábamos, concebimos unos movimientos que
formaron un primer autómata. En Él se resumían las posibili-
dades de desarrollo del juego tal y como fué concebido en un
primer momento.
Este esquema de realización del juego está
expuesto a continuación.
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PRIMER AUTóMATA CREADO.
P acepta
(1 pto. más para A>
¡ A propone
(1 pto. sSs
para úl
O
E’ rechaza
A convence a Fi
(Demuestra)
(2 ptos ats para A>
ñ se rinde
(1 pto monos para A>
A no propone
(1 pto menos ps-ra ,n>
AUTóMATA 1
Para que el juego ejerciera una retroacción
sobrr- el alumno “que propone”, pensamos. sioplemurte, en un
principio en que el jugador E’ pucli era aceptar o rechazar,
tal y como se observa en este primer autómata, pero pronto
vinos Ja ventaja de ;~adir una tercera posibilidad de con-
trol po~ parte del jugador E! la de acept:r con la condición
que llamaremos “de cambio de orden”, pues de esto modo se
hacia más patente, para los jugadores, la idea de que la
pareja de números (o cl número) posi bí e para cada dcci gual —
dad no era uní ca.
Creemos que esta es una idea clave y que
es importante asegurarnos de que el alumno la
adquiera. Con este mismo objetivo establecernos que
se deban realizar dos apuestas sobre cada relación
de desigualdad (ambos jugadores deben hacer una
propuesta sobre la misma desigualdad>
Para el alumno hay. una estrategia de
base que es “buscar la soluci ón”, pero hay un
obstáculo de conocimiento (en el sentido en el que
el profesor Brousseau utiliza este término> que es
que el alumno cree que la solución es única” y
queremos intensar que lo Supere. 1
no
Cuando ol jugador Fi observa que la propuesta
hecha por ñ es correcta, tier~e una posibilidad de intentar
evitar que A gane! Aceptar la propuesta pero “con cambio de
orden”.
~on esta opción se entra en una fase del juego
que exige de uno de los dos jugadores la demostración de la
validez <en el caso del jugador A> o la no—validez <en el
caso del jugador E’) de la propuesta.
Llego
vont a
esa
ma t a
Estas nuevas posibilidades de desarrollo del
que aparecen con la tercera opción do E tienen la
ja. desde el punto de visto did¿ctico. de que provocan
demostración y se encuentran representadas en un aut ó—
que penemos-. a continuación y que queda como sigue.
LESUNDO AUTóMATA CREADO!
A Propone
(1 pto.
para A)
O
A no propone
(1 pto. menos
para A)
Fi acepta
<1 pto. más para A>
A convence a E’
<demuestra)
(2 ptos. más para A>
acept a
A se rindo
(2 ptos. para 8>
Fi acepta con condición <2)
de cambio de orden
<El esquema continúa en la página siguiente>
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la propuesta r Fi acepta
szrve en ambos casos [ A gana 5 ptos.(Si demuestra
que sirve>
¡
<2) <__________________________________
Si demuestra
que Sirve
con la nueva
no sirve con el cambio A gana 5 ptos.
A puede cambiar una carta Si demuestra
que no Sirve
con la nueva
8 gana 3 ptos.
AUTóMATA II
Dueda así organizada una situación de acción
en la que hay que escoger los números para proponerlos, pero
que también es una especie de situación de orueba pus-e la
necesidad de “convencer” al contrario de que la propuesta es
v’tlidc <o nc—válida> deberá hacer e;:plicitar los “teorema,”
que empLeen.
La cituación sanciona la acción del jugador y
eventualmente, le exige crear “un teorema” que demuestre la
‘alidaz de su propuesta.
Hemos decidido que “la demostración” sea primada
con “+2 puntos” para estimular su producción. Si un alumno
consigue que su propuesta sea aceptada, después de un
rechazo inicial, recibirá 2 puntos, frente al único punto
que conseguiría si fuera aceptada en el primer momento.
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III. CONCLUSIONES
.
Con esta creación de lecciones se ha intentado
desarrollar un tipo de trabajo teórico que pudiera crear
unas buenas condiciones de adquisición de los conceptos
inherentes al uso de las letras, » de la simbolización, en
general, de las desigual dados.
Éstas, como concepto satomático, no tienen un
lugar de aprendizaje claramente definido, ni en los
programas oficiales, (solamente se habla, en ellos, do las
inecuaciones>, ni en ol tiempo real de la clase. Sin embargo
son usadas frecuentemente, y su conocimiento, como objeto
matemático. y su manipulación correcta. se hacen necesarios
para el estudiante de Fiachillerato.
La ense~anza activa que aquí se ha propuesto, se
encuentra en la linea del aprendizaje por equilibración de
Piaget y del aprendizaje por asimilación de Ausubel <NovaK
p. 6v). El verdadero aprendizaje significativo será aquél
que ponga en marcha un proceso por el que se relacione la
nueva información con algun conocimiento ya establecido en
la estructura cognitiva del alumno.
Por otra parto creo que los nuevos caminos de la
Reforma tienen que recorrerse con una eficaz preparación
teórica de las lecciones, que, al tratarse de lecciones
abiertas, plantean gran número de variables didácticas. El
conocimiento de estas variables didácticas y su manejo en la
723
teorización y en la práctica de las lecciones nos hará
conscientes de los procesos que se desarrollan en la clase y
que deben traer como consecuencia la creación de un
ambiento, c-ntc¡-nc. medio, o nicho ¿colóo,co, que favorezca
la real adquisición de los nuevos conocimientos.

S N E >< O S
1. Encuesta a los profesores.
II. Carta adjunta a la encuesta.
III. Cuestionario! El uso de las letras.
IV. Matriz a priori —
Y. Hojas preparatorias para el EMDP.
(V.1.,V.2. y Y .5.)
VI. Matriz a priori —
VII. Cuestionario preparado
STATITCF.
(VII. 1., VII.2. , VII . V(I.4. Y VhS.)
VIII. Cuestionario de desigualdades.
para el estudio con
el análisis
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E N’C U EST A
una cersona que ha cursado una carrera de Ciencias cero cae ahora se
en cue otra a ~ena a a enseAanza. os orerunta cus es lo oue se enae~a~
de Alpebra s los alumnos de BU? ¿ué resoonder{ss
?
>rzer curso
- 0”’ ‘atona .?robabilidad.
- nrro:ucción al número real. Aoroxin:oci6n deca;oal. Nodicoles.
— . aria; le eztsd=stica. Pedidas de pocición central y iispersa¿n
- tuerpo de los números complejos.
— Anillo de nolinocios. Binomio de Newton.
— :vtsítíl:daa de polinesios. Divisibilidad. (ueroo de fracciones.
- zur.cones oo’~nesicas de variable real. Bepresentación zrUico.
— kesoluc:óc de ecuaciones. inecuaciones y sistemas.
— ~2cescones. Progresiones. Interés cospuesto y anualidmaes.
Seaur.do curso
-L=”ite is sucesiones. El odmero “e”. Cálculo de línitec.
- zurc:or real de variable real, Maite. uoní:nuioad.
— Punciones exponencial y logarltmica . lepreaentozión grSfúca y ornote—
vanes.
— runcocoes circuí-ares. Representación gráfica y ~ropiedsdsa.
— orce:no le derivada. Punción derivada. ¿nisittvas de una f;ínc:on.
— actores en el plano y en el. espacio. Estructura de cerote vectorial.
— 71 cisne aun, Introducción del escacio af=n. úeor.etrfu af=n plana.
:ercer carao
— Aroducto escalar. El plano auclideo. El plano sétrico. lr±gcnomesrla
oían,.
— Estudio del nómero complejo en forma polar. Operacionea.
— ecrnetrfa métrica plena. CCnicas.
— Cálculo diferencial. Aplicaciones.
— Cálculo integral. Aplicaciones.
— -ar:scle aleatoria. Distribución binomíal y normal.
— Cistnibuciores bidimensionales. Rectas de regresión. Correlsc:on.
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Querido compa~eroi
El folio que acompaFa a esta carta forma parte de un
trabajo que estoy realizando sobre Didáctica del Algebra.
Agradecerá tu interés en responder con el mayor
cuidado posiblo. Las respuestas son tratadas anónimamente.
Esto os el temario oficial. Se trata de recoger la
opinión dc loe profesores sobre la clasificación de los tenias de
Fiachillerato por dreas, en este caso del área de Algebra.
Te ruego que subrayes los temas que , a tu juicio,
pcrtenezcin e esta drea.
Si creus oportuno especificar algún tema o algún sub—
tema que, o tu juicio. sea relevante o cás representativo que
otros, explicalo también por favor.
Muchas gracias por tu colaboración.
211.1
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CUESTIONARIO
1.— Rellena los puntos suspensivos:
- ———> 2 + 5 - ————> 4z
4 5 ‘~‘>
p ————>,..,..
2.— “2 sumado con x” se puede escribir como! x + 2. Suma 2
en cada uno de los casos siguientes!
1 +6 x ————>
3.— “x multiplicado por 5’ se puede escribir como 3x’.
Multiplica por 3 en cada uno de estos casos;
7 ~ ~< + 4 ————>
4.— Dadas las expresiones!
p+l p-4-7 p—2 , p—S , 2p
0F’uedes contestar?:
La menor de ellas es
La mayor de ellas es
O. no se puede contestar porque
5.— Rellena los puntos suspensivos;
Si p + q s 37 • entonces p + q + 2 =
Si x — 154 = 672. entonces x — 155 =
Si b + d = 6, entonces b + d + f =
6.— ¿Qué puedes decir de “p’ si p = Sq + 7 y q ‘1 4 7
.2
no
7. SI ‘p” representa el número de pepinos comprados y “t’
el número de tomates comprados, y sabemos que cada pepino cuesta
15 pts. y cada tomate ID pts.
¿Qué representa ISp + lOt ‘
¿Cuál es el nómero total de vegetales comprados’
6.— ¿Qué puedes decir de “m’ si t = 4m + 3 y t = 25 7
9.— Sabiendo que a + 4a se puede escribir de forma más
simple como Sa. Escribe de forma más simple, cuando SC pueda!
Zb + Sb =
Zb + Sc =
3b + Sc + b
5 + c + 5 — c =
5b + (2a — Sb> =
10.— Si sabes que
mn
y que
m + n + p = 60
¿Qué puedes decir de ‘m’0
11.— ¿Qué puedes decir de “n’ si sabes que n + p 20 y
que ‘n” es menor que ‘p” 2
12.— Elige un número, halla su doble, súmale 10, divide por
2 y réstale 5. ¿Qué observas? <Puedes probar con otros números?
¿Puodes explicar Ésto?
Intenta expresarlo simbólicamente
111.5
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13.— Si al cuadrado de un número le quitamos 3 unidades
obtenemos 76. ¿Cuál era ese número?
14.— El doble de un número más su mitad es igual a 20.
¿Sabes cuál es ese numero’
Explica cómo lo calculas
15.— Si satamos que un dólar equivale a 100 pts. y llamamos
‘d’ al nú,ero de dólares y “p al número de pesetas. Escribe una
ecuación que relacione “d” con
Si cambio 2.000 pts. ¿Cuántos dólares me darán?
16.— En un vagón de tren hay “h” compartimentos de 4 plazas
Y “f” compartimentos de 6 plazas. ¿Cómo expresarlas el número de
plazas que tiene ese vagón?
¿Cuántos compartimentos tiene el vagón’
17.— Si sabemos que p = q + 7 . ¿Oué le sucede a “p’ cuando
‘q” úUMENTA en 3 unidades?
16.— Si b = Sc + 1 ~¿Oué le sucede a “b” cuando ‘o” aumenta
en 2 unidades?
19.— La ccu’-z<>n (;:+ >a~~;;½. 116 tiene como solución
Pué solución omm ~ue tcndrá 1 a ecuaci ón
Soluci ón:
20. El J.¿uL ‘illa irglcsíi se encuentran en la
proporción de a 2. ¿A cuantos kilómetros equivalen 56 millas?
A e
111.4
732
21.” El Sr. Pérez es viajante y cobra 100.000 pts. al mes de
sueldo base. Además por cada viaje que hace recibe 5.000 pts.
Si ‘y’ es el número de viajes realizados en un mes y “T”
representa el SUELDO TOTAL, escribe una fórmula que relacione “T”
con ‘y” mensualmente.
¿Cuánto cobrará en total un mes en el que haya realizado 4
viajes?
22.— Si compro 3 bombones y 5 caramelos y sabiendo que los
bombones cuestan “b’ pesetas cada uno y los caramelos “c pesetas
cada uno. ¿Qué representa la expresión Sb + Sc 7
23.— Sabemos que el área de un rectángulo es:
Arma = base :< altura. ¿Cuáles son las áreas de los rectángulos
siguientes?!
12t 5
~1
22!
te.
c
24.— Sabemos que el área de un tri
base x altura
ángulo es!
¿Cuál es al área dé los triángulos siguientes?!
s -, c
111.5
733
25.— El perímetro
longitudes de sus ladoS
polígonos’!
É
1-
de un polígono es la suma de les
¿Cuál es el perímetro de los siguientes
1.
LI
26.— ¿Cuál será el perímetro de este polígono, cuya figura
solo versos parcialmente, si sabemos que tiene “n” lados y que
todos miden 2 cm. de longitud?
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CUESTIONARIO
1.— Rellena los puntos suspensivos!
— — 2 ‘1:
4 --
Cg Y--
2.— ‘2 sumado con x’ se puede escribir como! x + 2. Suma 2
en cada uno de los casos siguientes:
-<
3.— ‘:< multiplicado por 5” se puede escribir como Sx”.
Multiplica por 3 en cada dno de estos casos!
7————> ¡ ¡ ><—~ 4 ————> Sx
¡
___________________________________- 4, ______________________________________________________
CQO 4.— Dadas las expresiones:
pel , p+7 p—2 , p—S .
~Puedes contestar?
1
La menor de ellas es
La mayor de ellas es
O, no se puede contestar porque
5.— Rellena los puntos Suspensivoso
Si p + q = 37 , entonces p + q + 2 =
- Si x — 134 = 672, entonces x — 155 =
LE2 Si b + d = 6. entonces b + d + f =
6.— ¿Qué puedes decir de p” si p 3q + 7 y q < 4 2
1) &i
VII • 2,
‘740
7.— Si ‘p” representa el número de pepinos comprados y D~M
001 el núsero de tomates comprados, y sabemos que cada pepino cuesta
15 pts. y cada tomate 10 pts.
¿Qué representa ISp + lOt “ . . .
¿Cuál es el número total de vegetales comprados~
LN¿ 8.— ¿Qué puedes decir de “m” si t = Am + 5 y t = 23
EXP 9.— Sabiendo que a + 4a se puede escribir de forma más
simple como Sa. Escribe de forma más simple, cuando se pueda’
Sb + Sb =
Sb + Sc =
Zb + Sc + b =
5+c+S—c =
Sb + (2a — Sbl =
10.— Si sabes que
mn
y que
m + n 4 p = 60
¿Qué puedes decir de ‘m’2
YA2 11.— ¿Qué puedes decir de “n’ si sabes que n + p = 20 y
que “n es menor que “p’ ‘
CAO 12.— Elige un número, halla su doble, súmale 10, divide por2 y réstale 5. ¿Qué observas’ (Puedes probar con otros números)
¿Puedes explicar ésto?
Intenta expresarlo simbólicamente
741
Ñ03 13.— Si al cuadrado de un número le quitamos 5 unidades
obtenemos 72. ¿Cuál era ese número?
1N3 14.— El doble de un número más su mitad es igual a 20.
¿Sabes cufl es ese númerO?
E;;piica cómo lo calculas
CSZ 15.— Si satamos que un dólar equivale a 100 pta. y llamamos
‘d” al nú’>ero de dólares y “p” al número de pesetas. Escribe una
ecuaciár que relacione “d” con
Si cambio 2.000 pts. ¿Cuántos dólares me darán?
rg¿ 16.— En un vagón de tren hay ‘h” compartimentos de 4 plazas
y ‘4” compartimentos de 6 plazas. ¿Cómo e;-;presarías el núsero de
plazas que tiene ese vagón?
~CuAntos compartimentos tiene el vagón?
17.— Si sabemos que p q + 7 . ¿Qué le sucede a “p” cuando
“q” AUMENTA en 3 unidades”
VA~ 16.— Si b Sc + 1 .¿Qué le sucede a “b” cuando “c” aumenta
en unidades?
1Ñ4 19.— La ecuación 1:-; 4 ~s 116 tiene como solución
xs3 .¿Oué solución crees que tcndrá la ecuación!
(2-~< + 2>~— (Zx>5n 116 2 Solución!
iVO EN%PLCAO4 20.— El kilómetro y la mille inglesa se encuentran en la
proporción de 5 a 2. ¿A cuántos kilómetros equivalen 56 millas?
A km
y ti
742
va’ 21.— El Sr. Pérez es viajante y cobra 100,000 pts. al mes de
sueldo base. Además por cada viaje que hace recibe 5.000 pts.
Si” y” es el número de viajes realizados en un Ces y “T”
representa el SUELDO TOTAL, escribe una fórmula que relacione “T”
con y” mensualmente.
¿Cuánto cobrará en total un mes en eí que haya realizado 4
viajes?
OB
Gs¿
22.— Si compro 5 bombones y 5 caramelos y sabiendo que los
bombones cL’esten “b” pesetas cada uno y los caramelos “c” pesetas
cada uno. ¿Qué representa la expresión b + Sc 7
23.— Sabemos que el área de un rectángulo es!
Area = base :: altura. ¿Cuáles son las áreas de los rectángulos
si gui entes??
~1
‘-‘o’
32
24.— Sabemos que el área de un triángulo es!
base x altura
¿Cuál es el área de los triángulos siguientes?!
-3
‘1
C-62
¿ c
VII
743
25.— El perflnetro de un polígono es la suma de las
longitudes de suc lados
4Cuál es el perímetro de los siguientes
polígonos?! -
É ¿
LI
26.— cC’.~(Sl será el perímetro de este polígono, cuya figura
solo vemos parcialmente, si sabemos que tiene “n” lados y que
todos miden 2 ca. de longitud’
‘—A-
¡
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Cuestionario (Pre—cuestionario)
x—2 x+5SOL 1.. Resuelve la ioecuaci6n: — a ~
BIS 2.— Dadas las inecuaciones: 1) 2x + 5 > Sx — 2 ji> x
Compara entre si los sonjuntoe—soláteión da ambas.
PAR 5... Resuelve, expresando las soluciones, la isiecuaci6n: -
5t
2— ~ + 5 ~
FAC 4.— Resuelve la jmeeuaci¿o! (x..3)(x—2) ~. O
SEO 5... Resuelve 1. inecusci6n: 2x2— 5x + 2 =. O
NITM 6.— Demuestra que la suma de tos admeros impares consecutivos es
mayor que el doble del primero de ellos.
FON 7~- a) Expresa das solucione. que cumplas la desigualdad:
5 .. Rx
5
U ¿Ray más soluciones? Patona tu respuesta.
U ¿Sabes qué quiere decir “resolver una Loecu.ciSn”?
¿Sabes “resolverla’?. Si has respondido sfirsativameote, re—
aulívela.
d) Contesta a las mismas preguntas sustituyendo el signo “-C” pal
el signo
e 0+1
FRA 8.— De las fracciones ¡ y —y ¿Cutí creesque es mayor?
Demu6stralo. (Puedes hacerlo mediante cualquier ramonaniento
pero debes justificar tu respuesta de alguna forma>. reo en
cuesta que a>O y c>O.
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